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Heisenbergの不確定性原理とは何か?
• 定義：２つの物理量Q,P は，次の関係を満たすとき正準共役であるという．

QP − PQ = ih̄.

• Heisenbergの不確定性原理 (Heisenberg 1927)：正準共役な物理量は，Heisenberg
の不等式によって表される特徴的な不正確さのもとでしか同時測定ができない．

• Heisenbergの不等式 (Heisenberg 1927, Kennard 1927)：正準共役な物理量Q,P

の同時測定におけるそれぞれの平均誤差 ε(Q), ε(P )に対して，次式が成り立つ．

ε(Q)ε(P ) ≥
h̄

2
.

• Heisenbergの不等式の右辺は，Kennard (1927)によって与えられた．詳しくは
後述．
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量子力学の公理 (von Neumann 1932)

• 公理 Q1 (状態と観測可能量). 任意の量子系 Sには Hilbert空間Hが対応し， S

の（混合）状態には，H上の密度作用素が対応し，（純粋）状態にはHの単位
ベクトルが対応し，Sの観測可能量には，H上の自己共役作用素が対応する．

• 定義．部分空間 {ψ ∈ H | Xψ = xψ}への射影作用素PX(x)を実数xに対す
る観測可能量Xのスペクトル射影という．

• 公理 Q2 (Bornの統計公式). 観測可能量Xを状態 ψで測定すると，測定値 xの
確率分布は次式で与えられる．

Pr{X = x∥ψ} = ∥PX(x)ψ∥2 (x ∈ R).

• 公理 Q3 (時間発展). HamiltonianHをもつ孤立系Sが，時刻 tで状態ψ(t)にあ
るならば，時刻 t+ τ における状態ψ(t+ τ )は次式で与えられる．

ψ(t+ τ ) = e−iτH/h̄ψ(t).
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• 公理Q4 (合成系)．Hを状態空間とする系 S1 とKを状態空間とする系 S2 の合
成系 S = S1 + S2の状態空間はテンソル積H ⊗ Kで与えられ，S1の観測可能
量X は S1の観測可能量X ⊗ I と同一視され，S2の観測可能量 Y は Sの観測
可能量 I ⊗ Y と同一視される．

反復可能性仮説
• 公理 R (反復可能性仮説). 系 Sにおける同一の観測可能量を２回続けて測定する
と，２回とも同一の測定値を得る (von Neumann 1932:邦訳 335頁)．

• 公理 C (崩壊仮説). 系Sの観測可能量Xを測定して，測定値xを得たならば，測
定後の系 Sの状態は，固有値xに対する観測可能量Xの固有状態である (Dirac
1958: p. 36)．

• 定理．公理 Rと公理 Cは同等である (von Neumann 1932:邦訳 172–176頁)．
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近似的反復可能性仮説
• 公理 AR (近似的反復可能性仮説). 系Sの観測可能量Xを誤差 εで測定して，測
定値 xを得たならば，測定後の系 Sの状態は，測定値xに対する観測可能量X
の ε-近似的固有状態である．すなわち，∥Xψ − xψ∥ ≤ εが成り立つ (Ozawa
2015)．

• 公理 ARは，von Neumann (1932)およびHeisenberg (1927)で，陰伏的に仮定さ
れている．例えば，
「示さなければならないのは，Q,P が 2つの正準共役な量であり，Qの値が ε
の精度でもって与えられるような（すなわち，誤差の限界 εの Q測定後の）状
態に系があるとき，P を η = h

4πε
よりも高い精度で知ることはできない，ある

いは；精度 εのQの測定は，P の値に η = h
4πε
の不確定さをもちこむはずであ

る，ということである (von Neumann 1932:邦訳 192頁)．」
「誤差の限界 εのQ測定後の状態」と「Qの値が εの精度でもって与えられる
ような状態」が同義とされているが，これは，誤差 εのQ測定によってQの標
準偏差が εに変化すると読まれるので，近似的反復可能性仮説を仮定していると
考えられる．
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不確定性原理：Heisenbergのオリジナルな定式化
• 定理 (Kennardの不等式 (Kennard 1927)).

(公理Q1–Q2の下で)正準共役な観測可能量Q,P の標準偏差 σ(Q),σ(P )は次
式を満たす．

σ(Q)σ(P ) ≥
h̄

2
.

• 定理 (Heisenbergの不確定性原理 (Heisenberg 1927))．
(公理Q1–Q2および公理 ARの下で)正準共役な観測可能量Q,P は，それぞれ
の誤差 ε(Q), ε(P )が次の関係を満たす限りにおいてのみ同時測定が可能である．

ε(Q)ε(P ) ≥
h̄

2
.
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不確定性原理：Heisenbergの証明
• 証明．QとP を誤差 ε(Q), ε(P )で同時測定し，測定値 q, pを得た直後の状態
をψとする．公理 ARと標準偏差の性質から，次の関係を得る．

ε(Q) ≥ ∥Qψ − qψ∥ ≥ ∥Qψ − ⟨Q⟩ψ∥ = σ(Q),

ε(P ) ≥ ∥Pψ − pψ∥ ≥ ∥Pψ − ⟨P ⟩ψ∥ = σ(P ).

これらを合わせると，Kennardの不等式から次の関係が導かれる．

ε(Q)ε(P ) ≥ σ(Q)σ(P ) ≥
h̄

2
.

(Heisenberg 1927, Ozawa 2015)
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測定-擾乱関係式
• 測定誤差-擾乱同等性原理：状態 ρで物理量Aを誤差 ε(A)で測定し，その測定
で物理量Bに擾乱 η(B)を与え，その直後に，物理量 Bを正確に（誤差 0で）
測定すると，状態 ρで物理量Aと物理量Bをそれぞれ誤差 ε(A)及び η(B)で
同時測定したことになる．

• この原理によって，同時測定の誤差に関するHeisenbergの不等式から，次の測
定と擾乱に関するHeisenbergの不等式が得られるとされた．

ε(Q)η(P ) ≥
h̄

2

• ただし，この議論によって，測定と擾乱に関するHeisenbergの不等式が成立す
るためには，物理量Aと物理量Bの同時測定が近似的反復可能性仮説を満たす
必要があるが，そのためには，物理量Aの測定が近似的反復可能性仮説を満た
すという仮定だけでは十分でない．
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３種の不確定性関係
1. ゆらぎの不確定性関係（JDR）：（σ=標準偏差）

σ(Q)σ(P ) ≥
h

4π

2. 同時測定の不確定性関係（JMR）：(ε=平均誤差）

ε(Q)ε(P ) ≥
h

4π

3. 測定と擾乱の不確定性関係（MDR）：（η=平均擾乱）

ε(Q)η(P ) ≥
h

4π
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• 測定に関する仮説: (Heisenberg 1927, von Neumann 1932, Schrödinger 1935,
Dirac 1958)

– 反復可能性仮説（RH）：同一の物理量を２回続けて測定すると同一の測定
値が得られる．

– 波束の収縮仮説（CH）：測定直後の被測定系の状態は被測定物理量の測定
値に属する固有状態

– RH⇔ CH

– 近似測定版（ACH）：平均誤差 ε(A)の測定直後の状態は測定値に属する
ε(A)近似的固有状態

– ACH⇒平均誤差 ε(A)の測定直後の状態でσ(A) ≤ ε(A).

• Heisenberg (1927)による JDRの発見：最小不確定状態について

σ(Q)σ(P ) =
h̄

2

を証明．一般の場合の証明は，Kennard (1927)による．
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• Heisenberg (1927)の不確定性原理=JMR

– ハイゼンベルクの証明：JDR+ACH⇒ JMR

– ガンマ線顕微鏡の説明：JMR⇔MDR（実際は，JMR⇒MDR）

• ハイゼンベルクの不確定関係 JMR/MDRが物理学の問題に使われることは 1970
年代後半までなかった．
理由：それほど精度の高い測定を実験で実現する技術がなかった．

• Braginsky et al. (1980), Caves et al. (1980) : MDR⇒SQL

– SQL（標準量子限界）: 自由質点型（干渉計型）重力波検出装置の感度の
限界

SQL =

√
h̄τ

m

– 当時，重力波検出には，干渉計型と共振器型（調和振動子型）の２つの方
式が提案されていたが，不確定性原理に由来する感度限界のない共振器型
が優位と見られた．
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• Yuen (1983): SQLの正当性を疑問視．

• Caves (1985): SQLを改良して正当性を主張．以下多くの論文が出て，論争状
態に．

• Ozawa (1988): SQL の反例（SQLを満たさない自由質点型検出装置のモデル）
の発見で論争は解決．

• SQL論争解決の背景．

– Davies and Lewis (1970): RHの不合理性（量子力学と矛盾すること）を主
張し，RHを放棄した新しい測定理論である「インストルメント理論」を
提唱．

– Ozawa (1984): インストルメント理論に基づいて物理的実現可能量子測定
の数学的特徴付けを証明．
定理：「物理的に実現可能な量子測定」=「間接測定モデルを持つ測定」
＝「完全正値インストルメント」

– この定理から，RH, CH, ACHの不合理性が明らかになった．

15



誤差の定義 (Ozawa 2003, 2019)

• 間接測定モデル (K, ξ, U,M)と被測定観測可能量A(0) = A⊗ Iに対して，測
定値はM(∆t) = U †(I ⊗M)U で表される.

• 状態 ψにおいて観測可能量M(∆t)によって観測可能量A(0)を測定する場合
の二乗平均平方根誤差は，次式で与えられる．

ε(A) = ε(A,ψ) := ∥[M(∆t) −A(0)]ψ ⊗ ξ∥.

• M(∆t)とA(0)が交換可能な場合は，M(∆t)とA(0)の結合確率分布µが存在
し，上の定義は，古典的な二乗平均平方根誤差の定義に従う．この場合，ε(A) = 0

と測定が正しいこと，つまり，µ(A(0) = M(∆t)) = 1，が同等になる．

• 一般の場合は，局所一様二乗平均平方根誤差を

ε(A) = supt∈R ε(A, e
−itAψ)

と定義すると，ε(A) ≤ ε(A)．ただし，A(0)とM(∆t)が可換ならば等号成立．
さらに，ε(A) = 0と測定が正しいこと，つまり，M(∆t)とA(0)の結合確率
分布µが存在してµ(A(0) = M(∆t)) = 1が成り立つことが同等になる．
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擾乱の定義 (Ozawa 2003, 2019)

• 間接測定モデル (K, ξ, U,M)と被測定系 Sの観測可能量B(0) = B ⊗ I 及び
B(∆t) = U †(B ⊗ I)Uに対して，入力状態ψにおける二乗平均平方根擾乱は，
次式で与えられる．

η(B) = η(B,ψ) := ∥[B(∆t) −B(0)]ψ ⊗ ξ∥.

• これは，間接測定モデル (K, ξ, U,M)で観測可能量Aを状態ψで測定した直
後に，観測可能量Bを誤差のない測定装置で測定した場合の，初期状態ψにお
ける測定誤差を表す．

• 局所一様二乗平均平方根擾乱を

η(B) = supt∈R ε(B, e
−itBψ)

と定義すると，η(B) ≤ η(B)．ただし，B(0)とB(∆t) が可換ならば等号成
立．さらに，ε(B) = 0とBが測定過程の保存量であること，つまり，B(∆t)

とB(0)の結合確率分布µが存在してµ(B(0) = B(∆t)) = 1が成り立つこと
が同等になる．
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位置測定のモデル (von Neumann 1932, Ozawa 1988, 2002)

• 1988年までに知られてきた唯一の位置測定のモデル (von Neumann 1932):

U = exp(−ih̄HNeuman), HNeuman = x̂p̂y.

• Heisenbergの誤差・擾乱不確定性関係が成立 (Ozawa 2002):

ε(x̂)η(p̂x) ≥
h̄

2
.

• 1988年に，第 2の位置測定モデルである誤差のない収縮状態測定モデルが発見
された (Ozawa 1988):

U = exp(−ih̄H), H =
π

3
√
3
{2(x̂p̂y − p̂xŷ) + (x̂p̂x − ŷp̂y)}.

• Heisenbergの誤差・擾乱不確定性関係は不成立 (Ozawa 2002)：

ε(x̂)η(p̂x) = 0.
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• SQL論争解決の帰結：

– 重力波検出方式は，干渉計型に一本化され，1992年からLIGO計画が本格
化し，2016年に LIGOによる重力波の直接検出成功を発表．

– Ozawa (2003): ハイゼンベルクの JMR/MDRが量子力学と矛盾することが
明らかになり，量子力学と矛盾しない普遍的不確定性原理が発見された．

ε(Q)ε(P ) + ε(Q)σ(P ) + σ(Q)ε(P ) ≥
h

4π
.

– Erhart et al. (2012): ウィーン工科大長谷川グループの実験で，スピン測定
に対するHeisenberg MDRの不成立と新しいOzawa MDRの成立が観測さ
れた．

19



(Heisenberg) 

(Ozawa) 

(E) 

ε(X) 

η(Y) 

• In 2003 a universally valid uncertainty relation was derived under this general
axioms.

• In 2012 universally valid uncertainty relation was experimentally confirmed by
neutron spin measurements.

• In 2016 LIGO project succeeded in detection of gravitational wave.

1 equations

ε(A)η(B) + ε(A)σ(B) + σ(A)η(B) ≥ 1

−

ε(A)η(B) < 1

(X = σx, Y = σy)
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新しい事実： 2人の観測者 (Ozawa 2025)

• 量子力学で答えられる問題でありながら、これまで考えられなかった問題があ
る。空間的に離れた 2人の観測者が同じ物理量を同時に測定する場合を考える。

• このとき、2人の持つ測定装置のメータ物理量は互いに交換可能であり、それぞ
れの局所的測定の測定値の結合確率分布が量子力学で定義される。2人が常に同
じ結果を得るのか、それとも同じ確率分布を得るだけで、2つの結果に相関がな
いのかを問うことができる。

• 量子ベイズ主義は、明らかに相関がないことを前提にしているようである。

• しかし、測定過程に関する量子力学の通常の計算から、2人の観測者は常に同じ
測定値を得ることが導かれる (Ozawa 2025)。
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量子「間主観性」定理
• S : 測定対象となるシステム。ヒルベルト空間Hで記述される。
A: 測定対象となる S内の観測量。
E: 環境。ヒルベルト空間 Kで記述される。
観測者 Iと IIのメーター物理量を含む。

• 仮定 1: システム Sは、時刻 0まで環境 Eから分離されている。
|ψ⟩: 時刻 0における Sの状態
|ξ⟩: 時刻 0における Eの状態
M1: Eにおける観測者 Iのメーター
M2: Eにおける観測者 IIのメーター
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• 仮定 2: 観測者 Iと IIは、それぞれ時刻 t1と t2において、局所的にメーターM 1

とM 2を測定する。そして、それらの局所的な測定値は空間的に分離しており、

Pr{M1(t1) = x,M2(t2) = y} = ⟨ψ| ⟨ξ|PM1(x)PM2(y)|ξ⟩ |ψ⟩

• 仮定 3: 観測者 Iと IIのメーター測定値は、任意の状態 |ψ⟩における観測量A(0)

のボルン確率分布を再現する。すなわち、

⟨ψ| ⟨ξ|PA(0)(x)|ξ⟩ |ψ⟩ = ⟨ψ| ⟨ξ|PM1(t1)(x)|ξ⟩ |ψ⟩
= ⟨ψ| ⟨ξ|PM2(t2)(x)|ξ⟩ |ψ⟩

または同等に

PA(x) = ⟨ξ|PM1(t1)(x)|ξ⟩ = ⟨ξ|PM2(t2)(x)|ξ⟩.
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• 定理：仮定 1–3の下で、以下の関係が成り立つ (Ozawa 2025)。

⟨ψ| ⟨ξ|PM1(t1)(x)PM2(t2)(y) |ξ⟩ |ψ⟩ = 0 (x ̸= y)

または、 ∑
x

⟨ψ| ⟨ξ|PM1(t1)(x)PM2(t2)(x) |ξ⟩ |ψ⟩ = 1

• 注：この定理は、観測者が 2人以上の場合にも簡単に拡張できる．

• 結論: ある時点で同じ観測量 A を測定するすべての観測者は、互いに通信する
ことなく同じ結果を共有することができる．
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