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自己紹介
専門：

- 量子状態や量子チャネルの識別
- 量子論の数学的構造の再構築

書籍：

量子論の図式を紹介 量子論の図式の知見を
圏論に活用

https://sites.google.com/view/nakahira/圏論
https://sites.google.com/view/nakahira/%E5%9B%B3%E5%BC%8F
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量子論の図式とは
量子プロセスをブロックで表して，量子系を線で表した式

図式

状態（半正定値行列）

プロセス（CP写像）

エフェクト（CP写像）

電子

偏向器

検出器

結果𝑖

図式を用いると，数式と同等の厳密性を保ちながら
視覚的に理解しやすい形で記述・計算できる

系

量子情報の多くの場面で役立つツールとして注目されつつある
[B. Coecke., arXiv:0402014 (2004)]

（CP写像 (完全正値写像) ）

（※ Tr 𝜌 ≠ 1 の場合も許容する）

（検出器により特定の結果𝑖を
得るというイベント）

情報の流れ

https://arxiv.org/abs/quant-ph/0402014


図式の主な特徴
1. 合成（直列接続）とテンソル積（並列接続）を

2次元的に素直に表せる

2. プロセスの入出力系や接続の様子が
ひと目でわかる

（例：𝑒 の入力系は合成系 𝐴⊗𝐵）

複雑なプロセスを表す式では，しばしば数式よりも便利

3. 特別な
プロセスを
特別視できる

備考：量子論の性質を一般確率論の性質とそれ以外の性質に
分けやすくなる

𝑔 𝑒 ⊗ 𝑓 id𝐴 ⊗Ψ
（Ψ は非正規ベル状態）

図式
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線形代数の図式：基本的な性質

線形写像をブロックで表し，ベクトル空間を破線で表す

「スカラー倍」と「和」は原則どこに描いてもよい

𝑐𝑓 σ𝑖 𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖 = 𝑐σ𝑖 𝑓 𝑥𝑖 ⊗ 𝑦𝑖

性質１

（直列接続は合成で，並列接続はテンソル積）

ベクトルは線形写像の特別な場合とみなせるため，
ブロックで表せる

※ 本発表では，有限次元空間に限定



線形代数の図式：基本的な性質（続き）
性質２

𝑓′ ⊗ 𝑔′ 𝑓 ⊗ g = 𝑓′𝑓 ⊗ 𝑔′𝑔
図式

合成とテンソル積が混在した式を素直に表せる

ブロックを線に沿って自由に動かせる

𝑓 ⊗ id 𝑥 ⊗ id⊗ 𝑔 𝑦 = 𝑓 ⊗ 𝑔 𝑥 ⊗ 𝑦

性質３

数式より図式のほうが視覚的

数式では一見異なる式で表される…



ジグザグ等式

ジグザグ等式

，

∪ ≔ σ𝑛=1
𝑁 𝑛 ⊗ 𝑛

𝑉 の正規直交基底 𝑛 𝑛=1
𝑁 を一つ選び，

∩ ≔ σ𝑛=1
𝑁 𝑛 ⊗ 𝑛

を考える

∩ ⊗ id𝑉 id𝑉 ⊗ ∪ = id𝑉

𝑛 の共役転置
（上下反転）

証明

cupベクトル cap双対ベクトル



[ジグザグ等式の応用] CP写像のクラウス表現
命題

証明

任意のCP写像 𝑓 は，適切な行列の組 𝐹𝑖 𝑖 を用いて

𝑓 𝑋 = σ𝑖 𝐹𝑖𝑋𝐹𝑖
† の形で表せる

σ𝑖 𝐹𝑖 ⋅ ― ⋅ 𝐹𝑖
†𝑓

†：共役転置



[ジグザグ等式の応用] CP写像のクラウス表現
命題

証明

任意のCP写像 𝑓 は，適切な行列の組 𝐹𝑖 𝑖 を用いて

𝑓 𝑋 = σ𝑖 𝐹𝑖𝑋𝐹𝑖
† の形で表せる

𝑓 ⊗ id𝑉 ∪ ∩ は半正定値行列なので
σ𝑖 𝜓𝑖 𝜓𝑖 の形で表せる

σ𝑖 𝐹𝑖 ⋅ ― ⋅ 𝐹𝑖
†𝑓

†：共役転置



[ジグザグ等式の応用] CP写像のクラウス表現
命題

証明

任意のCP写像 𝑓 は，適切な行列の組 𝐹𝑖 𝑖 を用いて

𝑓 𝑋 = σ𝑖 𝐹𝑖𝑋𝐹𝑖
† の形で表せる

この行列を 𝐹𝑖 とおく

𝑓 ⊗ id𝑉 ∪ ∩ は半正定値行列なので
σ𝑖 𝜓𝑖 𝜓𝑖 の形で表せる

σ𝑖 𝐹𝑖 ⋅ ― ⋅ 𝐹𝑖
†𝑓

†：共役転置



量子論の図式
量子状態（半正定値行列）

𝑓 = σ𝑖 𝐹𝑖 ⋅ ― ⋅ 𝐹𝑖
†

量子プロセス（CP写像）

，

𝐹 ⋅ ― ⋅ 𝐹†

状態やプロセスを1個のブロックとして素直に表せる

𝜌 = σ𝑖 𝜓𝑖 𝜓𝑖𝜓 𝜓

，



量子論のジグザグ等式

，

cup状態とcapエフェクトを次式で定義する

∩⊗ id ∘ id ⊗∪ = id

∩≔ ∩ ― ∪

証明

∪≔ ∪ ∩ （ ∪ ≔ σ𝑛=1
𝑁 𝑛 ⊗ 𝑛 ）

ジグザグ等式

最大もつれ状態（の 𝑁 倍）



[ジグザグ等式の応用1] Choi状態

∪

∩

量子プロセス 𝑓 のChoi状態
（量子状態）



[ジグザグ等式の応用2] 量子テレポーテーション

Alice Bob

1

𝑁
∪（最大もつれ状態）

ただし 𝑈𝑖 𝑖=1
𝐾 は を満たす

𝐼𝑁

Tr

Alice Bob



[ジグザグ等式の応用2] 量子テレポーテーション

Alice Bob

1

𝑁
∪（最大もつれ状態）

ただし 𝑈𝑖 𝑖=1
𝐾 は を満たす

𝐼𝑁

Tr

Alice Bob

𝑈𝑖 の
逆チャネル

ユニタリチャネル



[ジグザグ等式の応用2] 量子テレポーテーション

Alice Bob

1

𝑁
∪（最大もつれ状態）

𝑈𝑖 の
逆チャネル

ユニタリチャネル

ただし 𝑈𝑖 𝑖=1
𝐾 は を満たす

𝐼𝑁

Tr

Alice Bob



[ジグザグ等式の応用2] 量子テレポーテーション

ただし 𝑈𝑖 𝑖=1
𝐾 は を満たす

𝐼𝑁

Tr

Alice Bob
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量子チャネル識別問題
チャネル Λ1, … , Λ𝑁 をできるだけ正確に識別する問題を考える

正解率 =

正解率の最大値を求めたいが，
𝜌 と Π𝑛 𝑛 の両方を最適化する必要があり，困難

チャネルを識別するプロトコルは
この形で表される

1

𝑁
σ𝑛=1
𝑁 Tr Π𝑛 ⋅ Λ𝑛 ⊗ id𝐶 𝜌

（チャネルを施せるのは1度のみ）

補助系



量子チャネル識別問題：式変形
次のように式変形する

Λ𝑛 のChoi状態 C Λ𝑛

エフェクト

状態の組 C Λ𝑛 𝑛 をあるエフェクトの組で識別する問題と
捉えられて，解析解や数値解を比較的容易に求められる

正解率 =



多段のチャネル識別問題への拡張
多段の問題でも，同様の手法を適用できる

状態

エフェクト

2段の例

[G. Chiribella, New J. Phys. 14, 125008 (2012)]
[Nakahira and K. Kato, PRA 103, 062606 (2021)]

チャネルのペア Λ1
1
, Λ1

2
, … , Λ𝑁

1
, Λ𝑁

2
を

識別する問題

正解率

https://doi.org/10.1088/1367-2630/14/12/125008
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.103.062606


正解率の上界 [Nakahira and K. Kato, PRL 126, 200502 (2021)]

正解率
の上界

2段の例

Λ𝑛
1
≤ 𝑠1𝑋1 ∀𝑛 ※ を満たすチャネル 𝑋1 とできるだけ小さな実数 𝑠1 を

求める（Λ𝑛
2

も同様） ※ 𝑓 ≤ 𝑔：𝑔 − 𝑓 がCP写像

正解率

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.200502


正解率の上界

Λ𝑛
1
≤ 𝑠1𝑋1 ∀𝑛

Λ𝑛
2
≤ 𝑠2𝑋2 ∀𝑛

正解率
の上界

2段の例

Λ𝑛
1
≤ 𝑠1𝑋1 ∀𝑛 ※ を満たすチャネル 𝑋1 とできるだけ小さな実数 𝑠1 を

求める（Λ𝑛
2

も同様） ※ 𝑓 ≤ 𝑔：𝑔 − 𝑓 がCP写像

正解率

[Nakahira and K. Kato, PRL 126, 200502 (2021)]

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.200502


正解率の上界

Λ𝑛
1
≤ 𝑠1𝑋1 ∀𝑛

Λ𝑛
2
≤ 𝑠2𝑋2 ∀𝑛

正解率
の上界

2段の例

Λ𝑛
1
≤ 𝑠1𝑋1 ∀𝑛 ※ を満たすチャネル 𝑋1 とできるだけ小さな実数 𝑠1 を

求める（Λ𝑛
2

も同様） ※ 𝑓 ≤ 𝑔：𝑔 − 𝑓 がCP写像

正解率

[Nakahira and K. Kato, PRL 126, 200502 (2021)]

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.200502


正解率の上界：結果

Damping rate 𝑝

正
解

率

Λ𝑛
(𝑘)

= ൞

𝐴𝑝 ⊗𝐴𝑞 ⊗𝐴𝑞 𝑛 = 1

𝐴𝑞 ⊗𝐴𝑝 ⊗𝐴𝑞 𝑛 = 2

𝐴𝑞 ⊗𝐴𝑞 ⊗𝐴𝑝 𝑛 = 3

上界：従来法[1]

上界：提案法[2]

下界

[1] [Q. Zhuang and S. Pirandola, PRL 125, 080505 (2020)]
[2] [Nakahira and K. Kato, PRL 126, 200502 (2021)]

[詳細] 以下のチャネルの識別を考えた

顕著にタイト

𝐴𝑝 と 𝐴𝑞 は damping rate 𝑝 と 𝑞 ≔ 𝑝 + 0.04 のamplitude dampingチャネル

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.125.080505
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.103.062606
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チャネル識別でのもつれ状態の優位性

𝑃max 𝜌; Λ𝑛 ≔ max
Π𝑛

チャネル Λ1, … , Λ𝑁 の識別を考える

任意のもつれ状態 𝜌 はどのseparableな状態よりも真に優位か？

（𝐒𝐞𝐩：separableな状態全体）

𝐺 𝜌, 𝐒𝐞𝐩 ≔ max
Λ𝑛

𝑃max 𝜌; Λ𝑛
max
𝜔∈𝐒𝐞𝐩

𝑃max 𝜔; Λ𝑛
は 1 より大きいか？

[M. Piani et al., PRL 102, 250501 (2009)]

識別能力

Yes

𝐺 𝜌, Sep の具体的な値は？

状態は固定

最適な測定

最大正解率

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.102.250501


もつれ状態の識別能力
𝐺 𝜌, 𝐒𝐞𝐩 はロバストネス 𝑅𝐒𝐞𝐩 𝜌 に等しい定理

[J. Bae et al., PRL 122, 140404 (2019)]

ただし，ロバストネス 𝑅𝔽 𝜌 （𝔽 は 𝐒𝐭𝐴⊗𝐶 の部分凸集合）は
次式で定められる

「もつれ vs separable」以外のより一般の問題では？問い

一般化

𝔽

𝜌

（𝐒𝐭𝐴⊗𝐶： 𝐴⊗ 𝐶 の正規状態全体）

𝐒𝐞𝐩

𝜌
集合 𝔽 の例：

・量子相関がない状態の全体
・Bell local状態全体

など，多数

𝑅𝔽 𝜌 ≔ max
𝑥∈𝒳

Tr 𝑥𝜌 , 𝒳 ≔ 𝑥 ≥ 0|Tr 𝑥𝜔 ≤ 1 ∀𝜔 ∈ 𝔽

（𝐒𝐞𝐩：separableな状態全体）

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.140404


一般の問題における識別能力

一般の 𝔽に対して 𝐺 𝜌, 𝔽 ≔ max
Λ𝑛

𝑃max 𝜌; Λ𝑛

max
𝜔∈𝔽

𝑃max 𝜔; Λ𝑛
は？問題

[R. Takagi et al., PRL 122, 140402 (2019)]

任意の 𝔽 について，𝐺 𝜌, 𝔽 は 𝑅 𝔽 𝜌 に等しい定理

[Nakahira, PRA 112, 032414 (2025)]

𝔽 ： id𝐴 ⊗Γ 𝜔 の形（ただし 𝜔 ∈ 𝔽 で，Γ は 𝐶 上のチャネル）で
表される状態の全体の凸包

important outstanding open question

ロバストネス 𝑅 𝔽 𝜌 の
直観的で素直な操作的意味付けを与えられた

補助系がないチャネル識別問題に限定すれば，
𝑅𝔽 𝜌 = 𝐺 𝜌, 𝔽 が得られる

一部のケース※ を除いて求められていなかった
※ [C. Napoli et al., PRL 116, 150502 (2016)], [M. Piani et al., PRA 93, 042107 (2016)],

[K. Bu et al, PRL 119, 150405 (2017)], [R. Takagi et al., PRL 122, 140402 (2019)]

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.140402
https://doi.org/10.1103/fw4d-3t9j
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.116.150502
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.93.042107
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.150405
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.122.140402


証明の概要 1/4
任意の 𝔽 について，𝐺 𝜌, 𝔽 は 𝑅𝔽 𝜌 に等しい定理（再掲）

(1) 𝑃max 𝜌; Λ𝑛 ≥ 𝑠 ⋅ 𝑅𝔽 𝜌

(2) 𝑃max 𝜔; Λ𝑛 ≤ 𝑠 ∀𝜔 ∈ 𝔽

・ 𝐺 𝜌, 𝔽 ≤ 𝑅ഥ𝔽 𝜌 は容易に示せる

∵ 𝐺 𝜌, 𝔽 ≔ max
Λ𝑛
′

𝑃max 𝜌; Λ𝑛
′

max
𝜔∈𝔽

𝑃max 𝜔; Λ𝑛
′ ≥

𝑃max 𝜌; Λ𝑛

max
𝜔∈𝔽

𝑃max 𝜔; Λ𝑛
≥ 𝑅ഥ𝔽 𝜌

量子テレポーテーションに似た図式を用いて，青字部分を示す

を満たすことを示せば十分
条件(1),(2)

ある 𝑠 > 0 と Λ𝑛 が存在して

・ 𝐺 𝜌, 𝔽 ≥ 𝑅ഥ𝔽 𝜌 を示すためには，

（ほかの論文の手法をそのまま適用できる）



証明の概要 2/4

とおく

※ Λ𝑛 は一般にチャネルではないが，少し工夫すれば Λ𝑛 に対応するチャネルが得られる

ただし 𝑈𝑛 は量子テレポーテーションの例で述べたユニタリチャネルの組

ある 𝑠 > 0 に対して を満たす

𝑠 と Λ𝑛 の特定

の右辺を最大化する 𝑥 を 𝑥⋆ とおき，

𝑅ഥ𝔽 𝜌 ≔ max
𝑥∈𝒳

Tr 𝑥𝜌 , 𝒳 ≔ 𝑥 ≥ 0|Tr 𝑥𝜔 ≤ 1 ∀𝜔 ∈ ഥ𝔽



示したい式

証明の概要 3/4

𝑃max 𝜌; Λ𝑛

測定 Π𝑛 𝑛=1
𝑁 を で定める

(1)

= 𝑠 ⋅ 𝑅ഥ𝔽 𝜌

=

(1) 𝑃max 𝜌; Λ𝑛 ≥ 𝑠 ⋅ 𝑅ഥ𝔽 𝜌

(2) 𝑃max 𝜔; Λ𝑛 ≤ 𝑠 ∀𝜔 ∈ 𝔽

測定 Π𝑛 𝑛=1
𝑁 を用いたときの正解率最大正解率

≥

Λ𝑛

Π𝑛

𝑥⋆ の定義



示したい式

証明の概要 3/4

𝑃max 𝜌; Λ𝑛

測定 Π𝑛 𝑛=1
𝑁 を で定める

(1)

= 𝑠 ⋅ 𝑅ഥ𝔽 𝜌

=

(1) 𝑃max 𝜌; Λ𝑛 ≥ 𝑠 ⋅ 𝑅ഥ𝔽 𝜌

(2) 𝑃max 𝜔; Λ𝑛 ≤ 𝑠 ∀𝜔 ∈ 𝔽

測定 Π𝑛 𝑛=1
𝑁 を用いたときの正解率最大正解率

≥

Λ𝑛

Π𝑛

𝑥⋆ の定義



証明の概要 4/4
(1) 𝑃max 𝜌; Λ𝑛 ≥ 𝑠 ⋅ 𝑅ഥ𝔽 𝜌

(2) 𝑃max 𝜔; Λ𝑛 ≤ 𝑠 ∀𝜔 ∈ ഥ𝔽

(2)

≤ 𝑠

ഥ𝔽 の要素

=

Λ𝑛

正解率を最大化する測定は
あるチャネル Γ を用いてこの形で表せる

示したい式

=𝑃max 𝜔; Λ𝑛

𝑥⋆ の定義



証明の概要 4/4
(1) 𝑃max 𝜌; Λ𝑛 ≥ 𝑠 ⋅ 𝑅ഥ𝔽 𝜌

(2) 𝑃max 𝜔; Λ𝑛 ≤ 𝑠 ∀𝜔 ∈ ഥ𝔽

(2)

≤ 𝑠

ഥ𝔽 の要素

=

Λ𝑛

正解率を最大化する測定は
あるチャネル Γ を用いてこの形で表せる

示したい式

Λ𝑛

=𝑃max 𝜔; Λ𝑛

𝑥⋆ の定義



まとめ
量子論における図式表現の基礎とその応用事例を紹介した

=

ジグザグ等式 チャネル識別

量子テレポーテーション 識別能力

新たな視点を得るためのツールとして
図式の活用範囲の拡大を期待

図式は量子論の今後の発展に大きく寄与する可能性がある


