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— 量子異常から量子物理量へ —



プランク(1858 – 1947)

今年は量子力学の建設から100年
国連：2025年を国際量子科学技術年と宣言

科学雑誌の記念号

abandon dearly held common-sense ideas — for exam-
ple, the expectation that subatomic objects such as 
particles have a well-defined position and momentum 
at any given time. Instead, the physicists found that  
natural phenomena had an inherently unknowable nature. 
Classical physics, in other words, is only an approximate 
representation of reality, and manifests itself only at the 
macroscopic level. A century on, this insight into the 
nature of the physical world still thrills and bamboozles 
in equal measures. Many Nature readers will know about 
the philosophical quandaries raised by quantum cats that 
are simultaneously dead and alive, and about the industry 
that is growing around quantum computing. 

Others will know how quantum ideas gave rise to the 
lasers that beam information through the cables of the 
Internet, and the transistors that provide the processing 
power of electronic chips. But quantum ideas also shape 
our understanding of nature, at all levels, explaining why 
solid objects don’t fall apart and how stars shine and, ulti-
mately, die. 

A quantum year
Commemorative events are being planned all over the 
world for the coming 12 months. They include an open-
ing ceremony for the UN year at the headquarters of the 
UN scientific organization UNESCO in Paris in February; 
special events at a meeting of the American Physical Soci-
ety in Anaheim, California, in March; and a workshop for 
physicists on Heligoland in June. The organizers’ collective 
ambition is to celebrate not just the centenary of quantum 
mechanics, but also the science and applications that arose 
from it in the past century — and to explore how quantum 
physics might bring further change in the century to come.

In May, Ghana, the country that originally proposed that 
the UN proclaim 2025 the year of quantum science, is host-
ing an international conference on the topic in Kumasi. 
And in August, science historians will meet to celebrate the 
quantum century in Salvador de Bahia in Brazil. 

This meeting will be the high point of a 20-year research 
programme  that set out to re-examine the development of 
quantum theory. One major aim of that work, says historian 
Michel Janssen at the University of Minnesota in Minne-
apolis, was to establish the contributions of a collective 
of scientists, many of whom — particularly women — have 
not been recognized in the history of the field. 

These “hidden figures” include Lucy Mensing, who was a 
member of the same group as Heisenberg and worked out 
some of the first applications of his quantum-mechanical 
theory, says Daniela Monaldi, a historian at York University 
in Toronto, Canada. One of the most notable events of the 
year will be the publication of a biographical volume of 
essays on 16 of them, Women in the History of Quantum 
Physics. 

For all that it has already brought, the quantum revo-
lution still has unfinished business. In the years in which 
researchers were laying the foundations of quantum 
mechanics, they also began to rebuild other branches of 
physics — such as the study of electromagnetism, and states 
of matter — from quantum foundations. They also looked 

A century ago, physics underwent a change  
in perspective that was as consequential 
for the physical sciences as the theory of 
evolution by natural selection was for biology. 

It is rare for a scientific idea or theory to fundamentally 
change our perspective on reality. One such revolu-
tionary moment is being celebrated in 2025, which the 
United Nations has declared to be the International 
Year of Quantum Science and Technology.  This marks 

the centenary of the advent of quantum mechanics, which 
began in a flurry of papers 100 years ago. Just as it would 
be impossible to make sense of modern biology without 
Charles Darwin’s theory of evolution, our fundamental 
understanding of the physical world is now rooted in quan-
tum principles. Modern physics is quantum physics.

The word quantum refers to the way matter absorbs or 
releases energy — in discrete packets, or quanta. Its use 
in physics comes from the German word quant, which is 
derived from a Latin term meaning ‘how much’. In around 
1900, physicists such as Max Planck and Albert Einstein 
began to describe, in an ad hoc way, why several phenom-
ena of the subatomic realm could not be explained using 
the classical mechanics developed by Isaac Newton and 
others some two centuries earlier. Then, in 1925, quan-
tum came to be used to describe the fundamentals of an 
entirely new form of mechanics — the branch of physics 
that describes the relationship between forces and the 
motion of physical objects. 

As science historian Kristian Camilleri describes in an 
Essay on the startling developments of that year and those 
that followed (see page 269), the physicist Werner Heisen-
berg travelled to the German island of Heligoland in the 
North Sea in the summer of 1925 in search of relief from 
severe hay fever. Shortly after this, he submitted to the 
journal Zeitschrift für Physik a paper whose title translates 
as ‘On quantum-theoretical reinterpretation of kinematic 
and mechanical relationships’ (W. Heisenberg Z. Physik 
33, 879–893; 1925). This prompted further studies in the 
following months by Heisenberg and his close collabo-
rators, as well as work using an alternative approach by 
Erwin Schrödinger.

The revolution did not begin with physicists throw-
ing away the laws of classical mechanics, but with their  
radically reinterpreting classical concepts such as energy 
and momentum. However, it did require its initiators to 

The 
revolution 
did not 
begin with 
physicists 
throwing 
away the laws 
of classical 
mechanics.”

Quantum 
mechanics at 100: 
an un!nished 
revolution
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日本物理学会の記念イベント

量子力学の建設過程での日本での受容や導入状況はどうだったのだろう？
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1900 　プランク エネルギー量子
1905 　アインシュタイン 光量子（光子）
1913 　ボーア 水素原子模型

1916 　アインシュタイン 遷移確率と誘導放射

1923　 ド  ブロイ 物質波

1925 　 ハイゼンベルク・
ボルン・ジョルダン 行列力学

1926　 シュレーディンガー 波動力学
1926　 ボルン 波動関数の確率解釈

黒体輻射
光電効果（その他）
原子スペクトル

確率・レーザー

物質粒子の波動性

量子力学の完成

1915 　ゾンマーフェルト、  
　　　  ウィルソン、石原 量子化条件 正準交換関係

1924　  ボーア・クラマース・
　　　   スレーター 仮想輻射場と遷移 光の分散と原子構造

量子力学建設への道のり

1922 　シュテルン・ゲルラッハ 「空間量子化」の検証
コンプトン 光量子説の検証 光（X線）の粒子性

「スピン」



（前期）量子論から量子力学建設に至る過程での課題

電磁波の輻射エネルギーの量子化・光量子概念の導入・遷移
確率・光子気体の統計性・固体の低温での比熱
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・原子（や分子の）離散スペクトルの説明

・黒体輻射のプランク分布の物理的背景の探究

原子構造・エネルギーの量子化・分子構造と化学反応の理解・
量子化条件の定式化

・スペクトル強度と光の分散の性質：波動と粒子の２重性
原子内の電磁相互作用（古典電磁気理論との整合性）・光の
粒子性と分散現象の連続性・量子 - 古典の対応・物質波概念

これらの課題に系統的に答えることのできる新たな力学
「量子力学  (Quantum Mechanics)」を模索
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量子力学建設時の交流

Niels Bohr 
（1885 ‒ 1962)

Wolfgang Pauli 
（1900 ‒ 1958)

Paul Dirac 
（1902 ‒ 1982)

Louis de Broglie 
（1892 ‒ 1987)

ライプツィヒ

1924 1925 1926 1927

ミュンヘン

チューリッヒ

ケンブリッジ

ベルリン Einstein

Bohr

Sommerfeld
ハンブルク Pauli

Born
Jordan

Weyl

von Neumann

1923 1928

Debye

パリ
de Broglie

ブリストル

ハノーバー

Kramers ユトレヒト

Wien

Planck

Schrödinger

Heisenberg

Dirac

コペンハーゲン

ゲッティンゲン

Como Volta記念会議
第５回 Solvay 会議



・1911 年 6 月 心理学会  講演
・同年 8 月『哲學雜誌』

訳語「量子」電気（電荷）の量子化を重要視
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「クワンテン假説（Quanten 
hypothese）に就いて」

日本では：長岡半太郎第１回 Solvay 会議
・1911 年11 月

Radiation and the Quanta

日本で最初の量子論研究者：石原純

・1915年 「作用量子の普遍的意味」
（Sommerfeld, Wilson, Ishiwara の量子化条件）

・1911年 「光量子論への寄与」

・1923 年  東北帝国大学辞職
・1931 年  岩波『科學』編集主任
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量子力学の基礎や発展の状況を解説
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・1923 年、岩波『思想』（21年創刊）

日本における最初の量子論の詳しい解説記事
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II.  量子相関と物理量
1.  量子もつれの豊かさ：相関

I.  量子化に見る非古典性
1.  場の量子論と量子異常

1

2.  非同値量子化

2.  量子物理量：弱値

但し、ここからは（ツマラナイ）私の話：偏った研究歴とヘソ曲がりゆえの偏見

3.  物理量演算子の不定性

3.  不確定性関係

1985 ~ 2005

2005 ~ 

まず、このような意義深い研究会を組織し、実行した世話人の方々に深く感謝

李さんの講演

内容
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１．場の量子論と量子異常

I．量子化に見る非古典性

quantum anomaly

ゼロ質量 m= 0 のディラック場と電磁場（外場）との相互作用
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変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
であり，これをバリオン数 (baryon number) と呼
ぶ．バリオン（重粒子）(baryon)とは元来，陽子 p

や中性子 nなど強い相互作用をする粒子の中でスピ
ンが半奇数のものの呼称であり，これら核子にはバ
リオン数 B = 1が付与される．核子は３個のクォー
クから成るから，クォークにはバリオン数 B = 1/3

を，反クォークには B = −1/3を割り当てる．これ
により，クォークと反クォークの対から成る中間子
π や K のバリオン数は B = 0となる．バリオン数
の保存則が成立すれば，（単体で存在する）バリオン
中で最も軽い陽子は崩壊が禁止されるので，粒子と
しての安定性が保証される．
レプトンもクォークと同様に，世代に共通な U(1)

位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性

軸型（axial）

H → H → = H U = U(g) g ∈ G (1)

U = U(g(θ)) = eiθ
aQa (2)

0 = δS =

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(3)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)}
(4)

δL =

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
(5)

∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ−Kµ

}
= 0 (6)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ (7)

∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0 ∂µJ

µ = 0 (8)

Q :=

∫

X
dx J0(x, t)　 L0 → L0 (9)

d

dt
Q =

∫
dx ∂0J

0 =

∫
dx

{
∂0J

0 +∇ · J
}
=

∫
dx ∂µJ

µ = 0 (10)

L =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)− m2

2
φ2 xµ = (ct,x) (c = 1) (11)

δL = ∂µK
µ(φ, ∂µφ)　　 Kµ = 0 εJµ (12)

δL = ∂µK
µ　　 Kµ = 0 εJµ (13)

(∂µ∂
µ +m2)φ(x) = 0 ∂µ =

∂

∂xµ
(14)

φ(x) φ(x) + δφ(x) ∂µ =
∂

∂xµ
(15)

1

対称性
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γ5ψ(x) = λψ(x) (1.70)

を満たすとき（γ5 = iγ0γ1γ2γ3），これに荷電共役
な場は

γ5ψc(x) = −λψc(x) (1.71)

を満たす．従って，粒子と反粒子ではカイラリティー
が逆符号になる．
系が荷電共役変換の下で不変 [H, UC ] = 0であれ

ば，空間反転や時間反転のときと同様に，荷電共役
変換に対応する遷移確率の不変性 (1.23) が成立す
る．またこのとき UC は保存量になるから，UC の
固有値は遷移過程の選択則を得る上で有用な指標に
なる．電荷 q には，通常の電磁気的な電荷の他，バ
リオン数，レプトン数など，時空に関与しない内部
自由度を特徴付ける量子数が含まれる．従って，荷
電共役 UC の固有状態は，これらすべての量子数が
零（q = 0）となっていることが必要となる．この条
件が満たされる場合には，空間反転の場合に倣って
ξの値を粒子の荷電パリティ(charge parity)と呼ぶ．
例えば，電磁相互作用 jµAµにおける電磁カレント

jµ は荷電共役変換によって jµ → −jµ となるため，
もし同時に電磁場が Aµ → Aµ と変換すれば（電磁
場は実場なのでAµ† = Aµ），荷電共役変換の下での
対称性が保たれる．この要請によって，電磁場の荷
電パリティを ξ = −1と決める．同様に π0中間子も
UC の固有状態になっており，その荷電パリティを
ξ = +1で与えれば，観測された崩壊過程 π0 → 2γ

における反応の前後の荷電パリティは (+1) となっ
て整合的になる．またその結果，荷電共役不変な過
程による ξ = −1 への崩壊 π0 → 3γ は，禁止され
ることになる．
荷電パリティに基づいた選択則のよく知られた例
に、複合粒子系として荷電共役 UC の固有状態とな
る電子・陽電子の束縛系（ポジトロニウム）e−e+ の
対消滅 (pair annihilation)がある．この束縛系の相
対軌道角運動量を l，スピンを s（スピン合成系で１
重項のとき s = 0，３重項のとき s = 1）とすると
き，もし電子・陽電子を入れ替えれば，束縛系を記
述する状態ベクトルに，空間座標の交換から (−1)l

が，スピン座標の交換から (−1)s+1 の符号因子が掛
かる．さらにその上に、電子・陽電子の交換は荷電
共役変換になっているので、その際に生じる荷電パ
リティξが掛かる．一方，電子・陽電子ともにフェル
ミ粒子なので，粒子の統計性より交換によって生じ
る全体の符号因子は (−1) である筈である．この両
者を比較すれば (−1)l+s+1ξ = −1 となり，これよ
りポジトロニウムの荷電パリティとして

ξ = (−1)l+s (1.72)

を得る．ポジトロニウムの n光子への荷電共役不変
なプロセスによる崩壊を考えると，崩壊後の荷電パ

リティは ξ = (−1)n であるから，例えば１重項の
l = 0 状態からの２光子崩壊 1S0 → 2γ は許される
が，３光子崩壊 1S0 → 3γ は禁止されることになる．

1-2-4 CPT 定理
電磁相互作用は，パリティP，時間反転 T，荷電共
役 C のいずれの変換の下でも不変である．これはカ
レント相互作用項がベクトル型 jµAµ であることに
よるが，強い相互作用も同じベクトル型なので，電
磁相互作用と同様にこれらの変換P，T，Cの各々に
対して不変である．一方，弱い相互作用では主な相
互作用に関与するカレントはカイラル型であり，こ
れを構成するフェルミ粒子（クォークやレプトン）は
特定のカイラリティー λ = −1を持つ場である．カ
イラリティーはパリティP と荷電共役 C 変換の下で
反転するので，弱い相互作用はこれら個々の変換に
対して不変ではない．しかし荷電共役 C とパリティ
P を続けて行うCP変換の下ではカイラリティーが
元に戻るため，カレント相互作用項に関する限り不
変性は保たれる．
実験的には，中性K 中間子崩壊（CP 変換の +1

固有状態である K1 状態と −1 固有状態である K2

状態の崩壊）において，微小ながら CP 非保存の現
象が発見されており，これを説明するために，素粒
子の標準模型 (standard model) では，ヒッグス場
との結合項において CP 不変性の破れが可能になる
ように設定されている．なお標準模型は，CP の上
にさらに時間反転 T を行う CPT 変換の下で不変に
なっており，CP 不変性の破れは時間反転 T 不変性
の破れを意味する．T 不変性の破れは，詳細釣合の原
理に基づく予測などを通して吟味されているが，そ
の直接的検証は困難であり，現在のところ CP の破
れに較べて十分に精しい検証結果は得られていない．

CPT 変換に対する不変性は，実は局所相互作用
に基づくローレンツ不変な場の量子論で一般的に
成立することが示されており，これは CP T 定理
(CPT theorem)と呼ばれる．より精確には，(1)本義
（固有正時）ローレンツ変換 (proper orthochronous

Lorentz transformation)の下での不変性，(2)相互
作用項が局所的であり，かつ場の演算子およびその
有限階の微分から構成されていること，(3)通常のス
ピンと統計性の関係（スピンと統計の定理），(4)正
規順序化 (normal-ordered) した相互作用項（場の
統計性に従って（反）対称化されていること），(5)

相互作用項の自己共役性，の５つの仮定が満たされ
れば，系は CPT 変換の下で不変性であることが示
される 6)．証明の概要は以下の通りである．
まず，一般のテンソル場を φµ1···µn(x) とし，C,

P , T を続けて行う演算子を UCPT = UT UP UC と
すれば，ベクトル場 Aµ の変換性などから容易に確
かめられるように，

H → H → = H U = U(g) g ∈ G (1)

U = U(g(θ)) = eiθ
aQa U(1)V U(1)A U(1)L U(1)R (2)

(γ5)2 = 1
1

2
(1± γ5) γ5ψL = −ψL　 γ5ψR = +ψR (3)

0 = δS =

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(4)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)}
(5)

δL =

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
(6)

∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ−Kµ

}
= 0 (7)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ (8)

∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0 ∂µJ

µ = 0 (9)

Q :=

∫

X
dx J0(x, t)　 L0 → L0 (10)

d

dt
Q =

∫
dx ∂0J

0 =

∫
dx

{
∂0J

0 +∇ · J
}
=

∫
dx ∂µJ

µ = 0 (11)

L =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)− m2

2
φ2 xµ = (ct,x) (c = 1) (12)

δL = ∂µK
µ(φ, ∂µφ)　　 Kµ = 0 εJµ (13)

δL = ∂µK
µ　　 Kµ = 0 εJµ (14)

(∂µ∂
µ +m2)φ(x) = 0 ∂µ =

∂

∂xµ
(15)
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jµ
a = −i

∂L
∂(∂µΦi)

La
ij Φj (1.84)

として構成すれば，場の運動方程式から

∂µjµ
a = 0 (1.85)

となり，これより直接，保存量

Qa =

∫
dr j0

a(x) ⇒ dQa

dt
= 0 (1.86)

を得ることができる．
大域的対称性の典型的な例として，フェルミ粒子
の系における位相変換の群 G = U(1)の対称性があ
る．ψ(x)を質量mのディラック場とし，系を規定
するラグランジアン密度 Lが自由項（以下 ! = 1と
する）

L0 = ψ̄ iγµ∂µψ − m ψ̄ψ (1.87)

と ψ(x)の微分を含まない相互作用項 Lint の和で与
えられるとき，場の位相変換

ψ(x) → e−iθ ψ(x), (1.88)

の下で Lは不変となる．このとき付随する保存量

Q =

∫
dr ψ†ψ (1.89)

は当該するフェルミ粒子の粒子数（正確には ‘粒子数
−反粒子数’）に対応する演算子になっている．そし
て対称性が破れない限り，その保存則から粒子の関
与する反応過程に対する選択則を得ることができる．

1-3-2 アイソスピン
陽子 p と中性子 n は，核力の性質が等しく，ま

た質量も非常に近いので，（近似的に）これらを同一
の粒子の電荷が異なる状態と見ることができる．す
なわち，あたかもスピン 1/2粒子のように，pと n

は内部空間では同じスピンを持つ粒子であって，ス
ピンの第３成分が +1/2 を p，−1/2を nと見なす
のである．この内部空間でのスピンのことを，アイ
ソスピン (isospin) と呼ぶ．そして p − p，p − n，
n − n間の核力相互作用が等しい事実（荷電独立性
(charge independence)）は，このアイソスピン空間
と呼ばれる内部空間での ‘回転’の下で核力相互作用
が不変である結果であると解釈する．この考えに基
づいて，空間回転に倣ってアイソスピン対称性の群
を G = SU(2)（特殊ユニタリー群）とし，生成子
Qa, a = 1, 2, 3, はスピンと同じく su(2)代数

[Qa, Qb] = iεabc Qc (1.90)

を満たす（εabc は反対称テンソル ε123 = 1）もの

とする．アイソスピン I = 1/2 状態の核子の場
を p と n の場 ψp(x)，ψn(x) を組にして Φ(x) =

(ψp(x), ψn(x))T として構成すれば，(1.81) に対応
する変換はアイソスピン空間での回転

Φ(x) → e−iθaLa

Φ(x), La =
σa

2
(1.91)

で与えられる．
核子と同様に，中間子 π+, π0, π− も質量が類似

しているので，これらをアイソスピン I = 1 状態
の同一の粒子の３つの異なる状態であり，それぞれ
I3 = +1, 0, −1 に対応するものと見ることができ
る．アイソスピン不変性は電磁相互作用によって破
られているが，その破れの（数パーセント）程度の
近似では，よく成立している．アイソスピン保存則
を応用することにより，例えば π+p → π+pなど全
部で６通りの組み合わせが可能な π 中間子と核子と
の散乱の断面積を，アイソスピン対称変換によって
互いに関連しない２通りの散乱のみから導くことが
できる．
一方，ストレンジネス (strangeness) と呼ばれる

量子数 S を持つ K 中間子に関しては，S = +1 の
K+ とK0および S = −1の K̄0とK−をそれぞれ
組にしてアイソスピン I = 1/2状態と見なすことが
でき，さらに Λ0 ハイペロン粒子をアイソスカラー
I = 0に対応させることが可能である．これらの対
応の下では，粒子の（電磁相互作用の）電荷 Q，バ
リオン数 B，アイソスピンの第３成分 I3 との間に
ゲルマン-西島の式 (Gell-Mann-Nishijima formula

と呼ばれる関係式

Q = I3 +
B + S

2
(1.92)

が成立する．なお，ここで Y = B + S はハイパー
チャージ (hypercharge) と呼ばれる量子数であり，
これを生成子としてアイソスピンに加え，対称群を
SU(3)に拡大することによって，より一般的な不変
性とその帰結が調べることが可能となる．標準模型
の立場からは，これらアイソスピン SU(2)対称性や
SU(3) 対称性は，６種のクォークのうち特に u，d

あるいは sクォークの質量が，他のクォークに比べ
て格段に軽いことに起因する近似的対称性であると
理解される．

1-3-3 バリオン数とレプトン数
素粒子の標準理論は，３つの世代 (generation)の

クォークとレプトン粒子の組と，ヒッグス粒子およ
び相互作用を媒介するゲージ粒子から成る．クォー
クとレプトンはフェルミ粒子であり，その物理的性
質を規定するラグランジアン密度 Lは，これらの粒
子の場に適当な U(1)位相変換 (1.88)を施しても不

ベクトル型（vector）

H → H → = H U = U(g) g ∈ G (1)

U = U(g(θ)) = eiθ
aQa (2)

0 = δS =

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(3)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)}
(4)

δL =

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
(5)

∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ−Kµ

}
= 0 (6)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ (7)

∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0 ∂µJ

µ = 0 (8)

Q :=

∫

X
dx J0(x, t)　 L0 → L0 (9)

d

dt
Q =

∫
dx ∂0J

0 =

∫
dx

{
∂0J

0 +∇ · J
}
=

∫
dx ∂µJ

µ = 0 (10)

L =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)− m2

2
φ2 xµ = (ct,x) (c = 1) (11)

δL = ∂µK
µ(φ, ∂µφ)　　 Kµ = 0 εJµ (12)

δL = ∂µK
µ　　 Kµ = 0 εJµ (13)

(∂µ∂
µ +m2)φ(x) = 0 ∂µ =

∂

∂xµ
(14)

φ(x) φ(x) + δφ(x) ∂µ =
∂

∂xµ
(15)

1
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H → H → = H U = U(g) g ∈ G (1)

U = U(g(θ)) = eiθ
aQa U(1)V U(1)A U(1)L U(1)R (2)

(γ5)2 = 1
1

2
(1± γ5) γ5ψL = −ψL　 γ5ψR = +ψR (3)

0 = δS =

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(4)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)}
(5)

δL =

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
(6)

∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ−Kµ

}
= 0 (7)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ (8)

∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0 ∂µJ

µ = 0 (9)

Q :=

∫

X
dx J0(x, t)　 L0 → L0 (10)

d

dt
Q =

∫
dx ∂0J

0 =

∫
dx

{
∂0J

0 +∇ · J
}
=

∫
dx ∂µJ

µ = 0 (11)

L =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)− m2

2
φ2 xµ = (ct,x) (c = 1) (12)

δL = ∂µK
µ(φ, ∂µφ)　　 Kµ = 0 εJµ (13)

δL = ∂µK
µ　　 Kµ = 0 εJµ (14)

(∂µ∂
µ +m2)φ(x) = 0 ∂µ =

∂

∂xµ
(15)
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変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
であり，これをバリオン数 (baryon number) と呼
ぶ．バリオン（重粒子）(baryon)とは元来，陽子 p

や中性子 nなど強い相互作用をする粒子の中でスピ
ンが半奇数のものの呼称であり，これら核子にはバ
リオン数 B = 1が付与される．核子は３個のクォー
クから成るから，クォークにはバリオン数 B = 1/3

を，反クォークには B = −1/3を割り当てる．これ
により，クォークと反クォークの対から成る中間子
π や K のバリオン数は B = 0となる．バリオン数
の保存則が成立すれば，（単体で存在する）バリオン
中で最も軽い陽子は崩壊が禁止されるので，粒子と
しての安定性が保証される．
レプトンもクォークと同様に，世代に共通な U(1)

位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性
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変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
であり，これをバリオン数 (baryon number) と呼
ぶ．バリオン（重粒子）(baryon)とは元来，陽子 p

や中性子 nなど強い相互作用をする粒子の中でスピ
ンが半奇数のものの呼称であり，これら核子にはバ
リオン数 B = 1が付与される．核子は３個のクォー
クから成るから，クォークにはバリオン数 B = 1/3

を，反クォークには B = −1/3を割り当てる．これ
により，クォークと反クォークの対から成る中間子
π や K のバリオン数は B = 0となる．バリオン数
の保存則が成立すれば，（単体で存在する）バリオン
中で最も軽い陽子は崩壊が禁止されるので，粒子と
しての安定性が保証される．
レプトンもクォークと同様に，世代に共通な U(1)

位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
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ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
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dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
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位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性

5

ネーターの定理　（場の古典論）
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変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
であり，これをバリオン数 (baryon number) と呼
ぶ．バリオン（重粒子）(baryon)とは元来，陽子 p

や中性子 nなど強い相互作用をする粒子の中でスピ
ンが半奇数のものの呼称であり，これら核子にはバ
リオン数 B = 1が付与される．核子は３個のクォー
クから成るから，クォークにはバリオン数 B = 1/3

を，反クォークには B = −1/3を割り当てる．これ
により，クォークと反クォークの対から成る中間子
π や K のバリオン数は B = 0となる．バリオン数
の保存則が成立すれば，（単体で存在する）バリオン
中で最も軽い陽子は崩壊が禁止されるので，粒子と
しての安定性が保証される．
レプトンもクォークと同様に，世代に共通な U(1)

位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性
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逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい
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ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．
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ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
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(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
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を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R
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の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
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つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
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の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性

軸型変換の生成子は非保存

sym23 : 2011/10/21(0:18)

14 I 素 粒 子 理 論

著者名：筒井 泉

変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
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の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
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逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
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但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
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ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性
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変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
であり，これをバリオン数 (baryon number) と呼
ぶ．バリオン（重粒子）(baryon)とは元来，陽子 p

や中性子 nなど強い相互作用をする粒子の中でスピ
ンが半奇数のものの呼称であり，これら核子にはバ
リオン数 B = 1が付与される．核子は３個のクォー
クから成るから，クォークにはバリオン数 B = 1/3

を，反クォークには B = −1/3を割り当てる．これ
により，クォークと反クォークの対から成る中間子
π や K のバリオン数は B = 0となる．バリオン数
の保存則が成立すれば，（単体で存在する）バリオン
中で最も軽い陽子は崩壊が禁止されるので，粒子と
しての安定性が保証される．
レプトンもクォークと同様に，世代に共通な U(1)

位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性
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H → H → = H U = U(g) g ∈ G (1)

U = U(g(θ)) = eiθ
aQa U(1)V U(1)A U(1)L U(1)R (2)

(γ5)2 = 1
1

2
(1± γ5) γ5ψL = −ψL　 γ5ψR = +ψR (3)

0 = δS =

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(4)

dQ5

dt
$= 0 (5)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)}
(6)

δL =

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
(7)

∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ−Kµ

}
= 0 (8)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ (9)

∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0 ∂µJ

µ = 0 (10)

Q :=

∫

X
dx J0(x, t)　 L0 → L0 (11)

d

dt
Q =

∫
dx ∂0J

0 =

∫
dx

{
∂0J

0 +∇ · J
}
=

∫
dx ∂µJ

µ = 0 (12)

L =
1

2
(∂µφ)(∂

µφ)− m2

2
φ2 xµ = (ct,x) (c = 1) (13)

δL = ∂µK
µ(φ, ∂µφ)　　 Kµ = 0 εJµ (14)

δL = ∂µK
µ　　 Kµ = 0 εJµ (15)

1

カイラル量子異常（chiral anomaly）
Adler,  Bell & Jackiw (1969)

π  中間子の崩壊は量子異常の存在から説明0
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の破れを引き起こす量子異常をカイラルアノマリー
(chiral anomaly)とも呼ぶ．
量子異常は，系を定義するにあたっての古典論と
量子論の規定の差異に起因して発生する．すなわち，
古典論としては基本変数としての場とその運動を規
定するハミルトニアン（またはラグランジアン）を
与えれば系は定義される．古典的対称性は，この規定
の枠の中で定義される．一方，場の量子論としては，
場の演算子の積が発散を含み数学的には意味を持た
ないことがあるので，これを正則化 (regularization)

する処方を古典的な系の規定の上に加えることによっ
て，初めて量子論的な定義がなされる．量子論的対
称性は，この拡張された規定の枠の中で定義される．
従って，もし量子論として古典的保存量に対応する
演算子とハミルトニアン演算子を，正則化の処方を
含めて何らかの理由で（自己共役性を含めて）整合
的に定義することができなければ，古典的な対称性
を破ることになる．多くの場合，整合的に問題が生
ずるのは複数の対称性の要請が共立し得ない場合で
ある．具体的には，例えば遷移過程の計算に摂動論
を用いた場合，特定のファインマン図形に対応する
積分に発散が現れ，これをゲージ不変に正則化する
際に質量などの次元を持つ正則化パラメーターが必
要となり，カイラル対称性などの古典的対称性を破
る要因となる．また，経路積分によって系を量子化し
た場合には，積分測度を定義する（あるいは対称性
変換の下での性質を規定する）際に正則化パラメー
ターを必要とし，これがゲージ対称性を保ったまま
カイラル対称性のような古典論での対称性を保つよ
うに定義できないとき，量子異常が発生することに
なる 11)．
ベクトル型 U(1)ゲージ理論における軸性 U(1)A

カレントの量子異常 (1.99)は，π0中間子の崩壊過程
π0 → 2γによって実証されている．クォーク模型によ
れば π0中間子が u, dクォークから成る U(1)Aカレ
ントとして間接的に記述され，U(1)Aカレントが２光
子に変化する過程を求めることによって，π0 中間子
の実効理論の中で崩壊確率 Γ(π0 → 2γ)を計算する
ことができる．もし量子異常が無ければ上記の崩壊が
起こらず，観測事実と矛盾してしまう．一方，この計
算を（関与するクォークの電荷や色 (color)自由度の
因子を考慮して）量子異常 (1.99)に基づいて行うと，
崩壊確率 Γth(π0 → 2γ) " 1.11 × 1016 s−1 を得る．
この結果は実測値 Γexp(π0 → 2γ) " 1.19×1016 s−1

と良い近似で一致している．
一般に n個の質量零のディラック粒子系で，各粒
子がベクトル型ゲージ相互作用を行う場合，（古典的
な）大域的対称性として上に記した U(1)L ×U(1)R

対称性に加えて，SU(n)L × SU(n)R カイラル対称
性が存在する．n個のディラック場を組にして ψ =

(ψ1, . . . , ψn)T とし，ゲージ場を Aµ = −igAa
µT a

とおけば（gは結合定数，T a はゲージ群の代数の表

現行列），このようなベクトル型ゲージ理論のラグ
ランジアン密度は

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ + Aµ (1.100)

で与えられる．ここで，ディラック場と同様にワイ
ル場 (1.95)の形でも組を作れば，上式 (1.100)は

L = ψ̄L iγµDµψL + ψ̄R iγµDµψR (1.101)

と分離し，SU(n)L × SU(n)R カイラル変換

ψL(x) → e−iθa
LLa

ψL(x)

ψR(x) → e−iθa
RLa

ψR(x) (1.102)

の下で大域的対称性を持つことが明白な表式になる．
ここで La は SU(n) のリー代数 su(n) の表現行列
であり，交換関係 (1.83)を満足する．カイラル対称
な理論は，素粒子の模型として，n個（例えば u，d,

sクォークだけであれば n = 3）の質量の軽いクォー
クが，カラー SU(3) をゲージ群として強い相互作
用をする系の（近似的）記述に用いられる．ここで
SU(n)L × SU(n)R カイラル変換 (1.102)における
変換パラメーターを等しく θa

L = θa
R すれば，部分群

SU(n)V ⊂ SU(n)L ×SU(n)R によるベクトル変換
になるが，これはこの模型におけるアイソスピン変
換に対応するものである．特に n = 3の場合，位相
U(1)L ×U(1)R = U(1)V ×U(1)A 部分も含めたカ
イラル対称性が自発的に

U(3)L × U(3)R → U(3)V (1.103)

という形に破れるとすれば，π, K および η 中間
子を，これらの自発的対称性の破れ (spontaneous

symmetry breaking) に伴って現れる質量零のスカ
ラー粒子（南部-ゴールドストーンボソン (Nambu-

Goldstone boson)）と見なすことができる．
なお，上の大域的対称性の中の U(1)A 対称性に

関しては，その自発的対称性の破れに対応する軽い
中間子が現実には見当たらないという問題があり，
U(1) 問題 (U(1) problem）と呼ばれる．そこで付
随するネーターカレントである U(1)Aカレントに注
目してその保存性を調べると，場の曲率

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (1.104)

を用いて

∂µjµ
5 = − n

16π2
εµνρσtr(FµνFρσ)

= − n
8π2

∂µεµνρσtr

(
Aν∂ρAσ +

2
3
AνAρAσ

)

(1.105)

となっており，カイラルアノマリーのために対称性
が破れている．ここで右辺の全微分で表される量子

崩壊幅
測定値
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の破れを引き起こす量子異常をカイラルアノマリー
(chiral anomaly)とも呼ぶ．
量子異常は，系を定義するにあたっての古典論と
量子論の規定の差異に起因して発生する．すなわち，
古典論としては基本変数としての場とその運動を規
定するハミルトニアン（またはラグランジアン）を
与えれば系は定義される．古典的対称性は，この規定
の枠の中で定義される．一方，場の量子論としては，
場の演算子の積が発散を含み数学的には意味を持た
ないことがあるので，これを正則化 (regularization)

する処方を古典的な系の規定の上に加えることによっ
て，初めて量子論的な定義がなされる．量子論的対
称性は，この拡張された規定の枠の中で定義される．
従って，もし量子論として古典的保存量に対応する
演算子とハミルトニアン演算子を，正則化の処方を
含めて何らかの理由で（自己共役性を含めて）整合
的に定義することができなければ，古典的な対称性
を破ることになる．多くの場合，整合的に問題が生
ずるのは複数の対称性の要請が共立し得ない場合で
ある．具体的には，例えば遷移過程の計算に摂動論
を用いた場合，特定のファインマン図形に対応する
積分に発散が現れ，これをゲージ不変に正則化する
際に質量などの次元を持つ正則化パラメーターが必
要となり，カイラル対称性などの古典的対称性を破
る要因となる．また，経路積分によって系を量子化し
た場合には，積分測度を定義する（あるいは対称性
変換の下での性質を規定する）際に正則化パラメー
ターを必要とし，これがゲージ対称性を保ったまま
カイラル対称性のような古典論での対称性を保つよ
うに定義できないとき，量子異常が発生することに
なる 11)．
ベクトル型 U(1)ゲージ理論における軸性 U(1)A

カレントの量子異常 (1.99)は，π0中間子の崩壊過程
π0 → 2γによって実証されている．クォーク模型によ
れば π0中間子が u, dクォークから成る U(1)Aカレ
ントとして間接的に記述され，U(1)Aカレントが２光
子に変化する過程を求めることによって，π0 中間子
の実効理論の中で崩壊確率 Γ(π0 → 2γ)を計算する
ことができる．もし量子異常が無ければ上記の崩壊が
起こらず，観測事実と矛盾してしまう．一方，この計
算を（関与するクォークの電荷や色 (color)自由度の
因子を考慮して）量子異常 (1.99)に基づいて行うと，
崩壊確率 Γth(π0 → 2γ) " 1.11 × 1016 s−1 を得る．
この結果は実測値 Γexp(π0 → 2γ) " 1.19×1016 s−1

と良い近似で一致している．
一般に n個の質量零のディラック粒子系で，各粒
子がベクトル型ゲージ相互作用を行う場合，（古典的
な）大域的対称性として上に記した U(1)L ×U(1)R

対称性に加えて，SU(n)L × SU(n)R カイラル対称
性が存在する．n個のディラック場を組にして ψ =

(ψ1, . . . , ψn)T とし，ゲージ場を Aµ = −igAa
µT a

とおけば（gは結合定数，T a はゲージ群の代数の表

現行列），このようなベクトル型ゲージ理論のラグ
ランジアン密度は

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ + Aµ (1.100)

で与えられる．ここで，ディラック場と同様にワイ
ル場 (1.95)の形でも組を作れば，上式 (1.100)は

L = ψ̄L iγµDµψL + ψ̄R iγµDµψR (1.101)

と分離し，SU(n)L × SU(n)R カイラル変換

ψL(x) → e−iθa
LLa

ψL(x)

ψR(x) → e−iθa
RLa

ψR(x) (1.102)

の下で大域的対称性を持つことが明白な表式になる．
ここで La は SU(n) のリー代数 su(n) の表現行列
であり，交換関係 (1.83)を満足する．カイラル対称
な理論は，素粒子の模型として，n個（例えば u，d,

sクォークだけであれば n = 3）の質量の軽いクォー
クが，カラー SU(3) をゲージ群として強い相互作
用をする系の（近似的）記述に用いられる．ここで
SU(n)L × SU(n)R カイラル変換 (1.102)における
変換パラメーターを等しく θa

L = θa
R すれば，部分群

SU(n)V ⊂ SU(n)L ×SU(n)R によるベクトル変換
になるが，これはこの模型におけるアイソスピン変
換に対応するものである．特に n = 3の場合，位相
U(1)L ×U(1)R = U(1)V ×U(1)A 部分も含めたカ
イラル対称性が自発的に

U(3)L × U(3)R → U(3)V (1.103)

という形に破れるとすれば，π, K および η 中間
子を，これらの自発的対称性の破れ (spontaneous

symmetry breaking) に伴って現れる質量零のスカ
ラー粒子（南部-ゴールドストーンボソン (Nambu-

Goldstone boson)）と見なすことができる．
なお，上の大域的対称性の中の U(1)A 対称性に

関しては，その自発的対称性の破れに対応する軽い
中間子が現実には見当たらないという問題があり，
U(1) 問題 (U(1) problem）と呼ばれる．そこで付
随するネーターカレントである U(1)Aカレントに注
目してその保存性を調べると，場の曲率

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (1.104)

を用いて

∂µjµ
5 = − n

16π2
εµνρσtr(FµνFρσ)

= − n
8π2

∂µεµνρσtr

(
Aν∂ρAσ +

2
3
AνAρAσ

)

(1.105)

となっており，カイラルアノマリーのために対称性
が破れている．ここで右辺の全微分で表される量子

良い近似で一致
量子異常により
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の破れを引き起こす量子異常をカイラルアノマリー
(chiral anomaly)とも呼ぶ．
量子異常は，系を定義するにあたっての古典論と
量子論の規定の差異に起因して発生する．すなわち，
古典論としては基本変数としての場とその運動を規
定するハミルトニアン（またはラグランジアン）を
与えれば系は定義される．古典的対称性は，この規定
の枠の中で定義される．一方，場の量子論としては，
場の演算子の積が発散を含み数学的には意味を持た
ないことがあるので，これを正則化 (regularization)

する処方を古典的な系の規定の上に加えることによっ
て，初めて量子論的な定義がなされる．量子論的対
称性は，この拡張された規定の枠の中で定義される．
従って，もし量子論として古典的保存量に対応する
演算子とハミルトニアン演算子を，正則化の処方を
含めて何らかの理由で（自己共役性を含めて）整合
的に定義することができなければ，古典的な対称性
を破ることになる．多くの場合，整合的に問題が生
ずるのは複数の対称性の要請が共立し得ない場合で
ある．具体的には，例えば遷移過程の計算に摂動論
を用いた場合，特定のファインマン図形に対応する
積分に発散が現れ，これをゲージ不変に正則化する
際に質量などの次元を持つ正則化パラメーターが必
要となり，カイラル対称性などの古典的対称性を破
る要因となる．また，経路積分によって系を量子化し
た場合には，積分測度を定義する（あるいは対称性
変換の下での性質を規定する）際に正則化パラメー
ターを必要とし，これがゲージ対称性を保ったまま
カイラル対称性のような古典論での対称性を保つよ
うに定義できないとき，量子異常が発生することに
なる 11)．
ベクトル型 U(1)ゲージ理論における軸性 U(1)A

カレントの量子異常 (1.99)は，π0中間子の崩壊過程
π0 → 2γによって実証されている．クォーク模型によ
れば π0中間子が u, dクォークから成る U(1)Aカレ
ントとして間接的に記述され，U(1)Aカレントが２光
子に変化する過程を求めることによって，π0 中間子
の実効理論の中で崩壊確率 Γ(π0 → 2γ)を計算する
ことができる．もし量子異常が無ければ上記の崩壊が
起こらず，観測事実と矛盾してしまう．一方，この計
算を（関与するクォークの電荷や色 (color)自由度の
因子を考慮して）量子異常 (1.99)に基づいて行うと，
崩壊確率 Γth(π0 → 2γ) " 1.11 × 1016 s−1 を得る．
この結果は実測値 Γexp(π0 → 2γ) " 1.19×1016 s−1

と良い近似で一致している．
一般に n個の質量零のディラック粒子系で，各粒
子がベクトル型ゲージ相互作用を行う場合，（古典的
な）大域的対称性として上に記した U(1)L ×U(1)R

対称性に加えて，SU(n)L × SU(n)R カイラル対称
性が存在する．n個のディラック場を組にして ψ =

(ψ1, . . . , ψn)T とし，ゲージ場を Aµ = −igAa
µT a

とおけば（gは結合定数，T a はゲージ群の代数の表

現行列），このようなベクトル型ゲージ理論のラグ
ランジアン密度は

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ + Aµ (1.100)

で与えられる．ここで，ディラック場と同様にワイ
ル場 (1.95)の形でも組を作れば，上式 (1.100)は

L = ψ̄L iγµDµψL + ψ̄R iγµDµψR (1.101)

と分離し，SU(n)L × SU(n)R カイラル変換

ψL(x) → e−iθa
LLa

ψL(x)

ψR(x) → e−iθa
RLa

ψR(x) (1.102)

の下で大域的対称性を持つことが明白な表式になる．
ここで La は SU(n) のリー代数 su(n) の表現行列
であり，交換関係 (1.83)を満足する．カイラル対称
な理論は，素粒子の模型として，n個（例えば u，d,

sクォークだけであれば n = 3）の質量の軽いクォー
クが，カラー SU(3) をゲージ群として強い相互作
用をする系の（近似的）記述に用いられる．ここで
SU(n)L × SU(n)R カイラル変換 (1.102)における
変換パラメーターを等しく θa

L = θa
R すれば，部分群

SU(n)V ⊂ SU(n)L ×SU(n)R によるベクトル変換
になるが，これはこの模型におけるアイソスピン変
換に対応するものである．特に n = 3の場合，位相
U(1)L ×U(1)R = U(1)V ×U(1)A 部分も含めたカ
イラル対称性が自発的に

U(3)L × U(3)R → U(3)V (1.103)

という形に破れるとすれば，π, K および η 中間
子を，これらの自発的対称性の破れ (spontaneous

symmetry breaking) に伴って現れる質量零のスカ
ラー粒子（南部-ゴールドストーンボソン (Nambu-

Goldstone boson)）と見なすことができる．
なお，上の大域的対称性の中の U(1)A 対称性に

関しては，その自発的対称性の破れに対応する軽い
中間子が現実には見当たらないという問題があり，
U(1) 問題 (U(1) problem）と呼ばれる．そこで付
随するネーターカレントである U(1)Aカレントに注
目してその保存性を調べると，場の曲率

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (1.104)

を用いて

∂µjµ
5 = − n

16π2
εµνρσtr(FµνFρσ)

= − n
8π2

∂µεµνρσtr

(
Aν∂ρAσ +
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)
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となっており，カイラルアノマリーのために対称性
が破れている．ここで右辺の全微分で表される量子
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変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
であり，これをバリオン数 (baryon number) と呼
ぶ．バリオン（重粒子）(baryon)とは元来，陽子 p

や中性子 nなど強い相互作用をする粒子の中でスピ
ンが半奇数のものの呼称であり，これら核子にはバ
リオン数 B = 1が付与される．核子は３個のクォー
クから成るから，クォークにはバリオン数 B = 1/3

を，反クォークには B = −1/3を割り当てる．これ
により，クォークと反クォークの対から成る中間子
π や K のバリオン数は B = 0となる．バリオン数
の保存則が成立すれば，（単体で存在する）バリオン
中で最も軽い陽子は崩壊が禁止されるので，粒子と
しての安定性が保証される．
レプトンもクォークと同様に，世代に共通な U(1)

位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性
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の破れを引き起こす量子異常をカイラルアノマリー
(chiral anomaly)とも呼ぶ．
量子異常は，系を定義するにあたっての古典論と
量子論の規定の差異に起因して発生する．すなわち，
古典論としては基本変数としての場とその運動を規
定するハミルトニアン（またはラグランジアン）を
与えれば系は定義される．古典的対称性は，この規定
の枠の中で定義される．一方，場の量子論としては，
場の演算子の積が発散を含み数学的には意味を持た
ないことがあるので，これを正則化 (regularization)

する処方を古典的な系の規定の上に加えることによっ
て，初めて量子論的な定義がなされる．量子論的対
称性は，この拡張された規定の枠の中で定義される．
従って，もし量子論として古典的保存量に対応する
演算子とハミルトニアン演算子を，正則化の処方を
含めて何らかの理由で（自己共役性を含めて）整合
的に定義することができなければ，古典的な対称性
を破ることになる．多くの場合，整合的に問題が生
ずるのは複数の対称性の要請が共立し得ない場合で
ある．具体的には，例えば遷移過程の計算に摂動論
を用いた場合，特定のファインマン図形に対応する
積分に発散が現れ，これをゲージ不変に正則化する
際に質量などの次元を持つ正則化パラメーターが必
要となり，カイラル対称性などの古典的対称性を破
る要因となる．また，経路積分によって系を量子化し
た場合には，積分測度を定義する（あるいは対称性
変換の下での性質を規定する）際に正則化パラメー
ターを必要とし，これがゲージ対称性を保ったまま
カイラル対称性のような古典論での対称性を保つよ
うに定義できないとき，量子異常が発生することに
なる 11)．
ベクトル型 U(1)ゲージ理論における軸性 U(1)A

カレントの量子異常 (1.99)は，π0中間子の崩壊過程
π0 → 2γによって実証されている．クォーク模型によ
れば π0中間子が u, dクォークから成る U(1)Aカレ
ントとして間接的に記述され，U(1)Aカレントが２光
子に変化する過程を求めることによって，π0 中間子
の実効理論の中で崩壊確率 Γ(π0 → 2γ)を計算する
ことができる．もし量子異常が無ければ上記の崩壊が
起こらず，観測事実と矛盾してしまう．一方，この計
算を（関与するクォークの電荷や色 (color)自由度の
因子を考慮して）量子異常 (1.99)に基づいて行うと，
崩壊確率 Γth(π0 → 2γ) " 1.11 × 1016 s−1 を得る．
この結果は実測値 Γexp(π0 → 2γ) " 1.19×1016 s−1

と良い近似で一致している．
一般に n個の質量零のディラック粒子系で，各粒
子がベクトル型ゲージ相互作用を行う場合，（古典的
な）大域的対称性として上に記した U(1)L ×U(1)R

対称性に加えて，SU(n)L × SU(n)R カイラル対称
性が存在する．n個のディラック場を組にして ψ =

(ψ1, . . . , ψn)T とし，ゲージ場を Aµ = −igAa
µT a

とおけば（gは結合定数，T a はゲージ群の代数の表

現行列），このようなベクトル型ゲージ理論のラグ
ランジアン密度は

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ + Aµ (1.100)

で与えられる．ここで，ディラック場と同様にワイ
ル場 (1.95)の形でも組を作れば，上式 (1.100)は

L = ψ̄L iγµDµψL + ψ̄R iγµDµψR (1.101)

と分離し，SU(n)L × SU(n)R カイラル変換

ψL(x) → e−iθa
LLa

ψL(x)

ψR(x) → e−iθa
RLa

ψR(x) (1.102)

の下で大域的対称性を持つことが明白な表式になる．
ここで La は SU(n) のリー代数 su(n) の表現行列
であり，交換関係 (1.83)を満足する．カイラル対称
な理論は，素粒子の模型として，n個（例えば u，d,

sクォークだけであれば n = 3）の質量の軽いクォー
クが，カラー SU(3) をゲージ群として強い相互作
用をする系の（近似的）記述に用いられる．ここで
SU(n)L × SU(n)R カイラル変換 (1.102)における
変換パラメーターを等しく θa

L = θa
R すれば，部分群

SU(n)V ⊂ SU(n)L ×SU(n)R によるベクトル変換
になるが，これはこの模型におけるアイソスピン変
換に対応するものである．特に n = 3の場合，位相
U(1)L ×U(1)R = U(1)V ×U(1)A 部分も含めたカ
イラル対称性が自発的に

U(3)L × U(3)R → U(3)V (1.103)

という形に破れるとすれば，π, K および η 中間
子を，これらの自発的対称性の破れ (spontaneous

symmetry breaking) に伴って現れる質量零のスカ
ラー粒子（南部-ゴールドストーンボソン (Nambu-

Goldstone boson)）と見なすことができる．
なお，上の大域的対称性の中の U(1)A 対称性に

関しては，その自発的対称性の破れに対応する軽い
中間子が現実には見当たらないという問題があり，
U(1) 問題 (U(1) problem）と呼ばれる．そこで付
随するネーターカレントである U(1)Aカレントに注
目してその保存性を調べると，場の曲率

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (1.104)

を用いて

∂µjµ
5 = − n

16π2
εµνρσtr(FµνFρσ)

= − n
8π2

∂µεµνρσtr

(
Aν∂ρAσ +

2
3
AνAρAσ

)

(1.105)

となっており，カイラルアノマリーのために対称性
が破れている．ここで右辺の全微分で表される量子
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れば π0中間子が u, dクォークから成る U(1)Aカレ
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を用いて

∂µjµ
5 = − n

16π2
εµνρσtr(FµνFρσ)

= − n
8π2

∂µεµνρσtr

(
Aν∂ρAσ +
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3
AνAρAσ

)

(1.105)

となっており，カイラルアノマリーのために対称性
が破れている．ここで右辺の全微分で表される量子

量子レベルでの対称性の破れの経路積分量子化での理解

Z[A] =

∫
Dψ̄Dψ ei

∫
d4xL (1)

D(Â) D(Â†)　 D(Â) ⊂ D(Â†) (2)

D(Ĥ) D(X̂)　 D(Â) = D(Â†) Â† = Â (3)

ψ(−l) = ψ(l) = 0 (4)

p̂ =
h̄

i

d

dx
(5)

∫ l

−l
dx {(p̂ϕ(x))∗ψ(x)− ϕ∗(x)(p̂ψ(x))} = [ϕ∗(x)ψ(x)]l−l = 0 (6)

H → H ′ = H U = U(g) g ∈ G (7)

U = U(g(θ)) = eiθ
aQa U(1)V U(1)A U(1)L U(1)R (8)

(γ5)2 = 1
1

2
(1± γ5) γ5ψL = −ψL　 γ5ψR = +ψR (9)

0 = δS =

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(10)

dQ5

dt
%= 0 (11)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)}
(12)

δL =

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
(13)

∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ−Kµ

}
= 0 (14)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ (15)

1

ディラック場の経路積分の軸性変換に対する非不変性
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変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
であり，これをバリオン数 (baryon number) と呼
ぶ．バリオン（重粒子）(baryon)とは元来，陽子 p

や中性子 nなど強い相互作用をする粒子の中でスピ
ンが半奇数のものの呼称であり，これら核子にはバ
リオン数 B = 1が付与される．核子は３個のクォー
クから成るから，クォークにはバリオン数 B = 1/3

を，反クォークには B = −1/3を割り当てる．これ
により，クォークと反クォークの対から成る中間子
π や K のバリオン数は B = 0となる．バリオン数
の保存則が成立すれば，（単体で存在する）バリオン
中で最も軽い陽子は崩壊が禁止されるので，粒子と
しての安定性が保証される．
レプトンもクォークと同様に，世代に共通な U(1)

位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性

と（正則化）すると



11

Z[A] =

∫
Dψ̄Dψ ei

∫
d4xL (1)

Dψ̄Dψ −→ Dψ̄′Dψ′ = Dψ̄Dψ (2)

D(Â) D(Â†)　 D(Â) ⊂ D(Â†) (3)

D(Ĥ) D(X̂)　 D(Â) = D(Â†) Â† = Â (4)

ψ(−l) = ψ(l) = 0 (5)

p̂ =
h̄

i

d

dx
(6)

∫ l

−l
dx {(p̂ϕ(x))∗ψ(x)− ϕ∗(x)(p̂ψ(x))} = [ϕ∗(x)ψ(x)]l−l = 0 (7)

H → H ′ = H U = U(g) g ∈ G (8)

U = U(g(θ)) = eiθ
aQa U(1)V U(1)A U(1)L U(1)R (9)

(γ5)2 = 1
1

2
(1± γ5) γ5ψL = −ψL　 γ5ψR = +ψR (10)

0 = δS =

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(11)

dQ5

dt
%= 0 (12)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)}
(13)

δL =

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
(14)

∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ−Kµ

}
= 0 (15)

1

経路積分が軸性位相変化の下で不変でない 　Fujikawa (1979)

b) 局所的対称性の破れ
カイラルゲージ理論： 例）左巻きフェルミオンのみゲージ場と相互作用
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異常項 (1.105)は，チャーン-ポントリャーギン密度
(Chern-Pontryagin density) と呼ばれる項（の 2n

倍）であり，ゲージ場がインスタントン (instanton)

配位などのトポロジー的に非自明な配位の場合には，
その時空上の積分が有限な整数値を取ることが知られ
ている．このため，系の作用 I =

∫
d4xLは U(1)A

変換の下で不変性を持たないことになり，南部-ゴー
ルドストーンボソン生成の前提が崩れることになる．
なお，量子異常項 (1.105)が全微分であることから，
これを 2n ∂µCµ と書けば，被微分項をネーターカレ
ントから差し引いて定義した新たなカレント j̃µ

5 =

jµ
5 − 2n Cµ は自動的に保存する ∂µj̃µ

5 = 0．しかし
j̃µ
5 はゲージ不変ではないので，これを用いて物理
的な保存量を定義することはできず，対応する南部-

ゴールドストーンボソンを生成しない．このように
して，カイラルアノマリーによって U(1) 問題が解
決されるのである．
もしゲージ場と結合するカレントの共変的保存則に
量子異常が発生する場合には，付随する局所対称性で
あるゲージ対称性 (gauge symmetry)が破れること
になる．その典型的な例はゲージ場が特定のカイラリ
ティーのフェルミ粒子と相互作用するカイラルゲージ
理論 (chiral gauge theory)であり，いまそのフェル
ミ粒子の場を ψLとし，ゲージ場をAµ = −igAa

µLa

とすれば，系のラグランジアン密度は

L = ψ̄L iγµDµψL (1.106)

で与えられる．ここで La は場 ψL の従うゲージ群
Gのリー代数の表現行列である．ゲージ場と結合す
るゲージカレント (gauge current) は，

(Jµ
L)a =

1

g
δI

δAa
µ

= ψ̄L γµLaψL (1.107)

で定義され，作用 I のゲージ不変性は，その共変的
保存DµJµ

L = ∂µJµ
L + [Aµ, Jµ

L ] = 0と等しい（ここ
で Jµ

L = (Jµ
L)aLa）．ゲージ変換の特殊な場合とし

て大域的変換

ψL(x) → e−iθaLa

ψL(x)

Aµ(x) → e−iθaLa

Aµ(x) eiθaLa

(1.108)

を考えれば，これに付随するネーターカレントは

jµ
L = Jµ

L + [Aν , F µν ] (1.109)

となり，その保存 ∂µjµ
L = 0 はゲージカレントの共

変的保存DµJµ
L = 0に等価である．カイラルゲージ

理論においては，量子化の過程でゲージ対称性を維
持したまま正則化を行なうことは不可能であり，結
果として

(DµJµ
L)a = − 1

24π2
∂µεµνρσ

× tr La

(
Aν∂ρAσ +

1
2
AνAρAσ

)

(1.110)

を得る．すなわち，カイラルゲージ理論では一般に
量子異常によってゲージ対称性が破れてしまうので
ある．ゲージ対称性は，通常，場の量子論における
繰り込み可能性 (renormalizability)，ユニタリー性
(unitarity)，およびゲージ不変な物理状態の空間を
指定する際の理論的整合性 (consistency) を保証す
る重要な性質であるので，その破れは無矛盾な理論
を構成するにあたり重大な障碍となると考えられて
いる．
但し，式 (1.110) 右辺の量子異常は，フェルミ粒

子の場の表現行列による因子

Dabc =
1
2
tr La{Lb, Lc} (1.111)

に比例しているので，もし Dabc = 0 であれば，量
子異常が消えてゲージ対称性が維持されることにな
る．これが成立するのはいくつかの異なる場合があ
り，例えば，ゲージ群Gのリー代数の任意の既約表
現が，適当な行列 S を用いて (iLa)∗ = S(iLa)S−1

と書ければ，これより Dabc = 0を得る．SU(2)や
SO(2n+1)はそのような例である．また，これ以外
の場合でも Dabc = 0 となる群が存在し，これらを
合わせると，結局，Dabc $= 0となり得るのは，U(1)

と SU(n), n ≥ 3 のみであることが知られている．
これら後者の場合には，ゲージ対称性を保つために
は複数の異なる表現のフェルミ粒子の組み合わせに
よって，Dabc = 0 とすることが必要となり，この
量子異常の消滅条件は整合的な理論構成にひとつの
有力な指針を与えることになる．因みに，標準模型
はゲージ群 SU(3) × SU(2) × U(1) に基づくカイ
ラルゲージ理論によって構成されており，そこでは
Dabc = 0 となるようにクォークとレプトンの表現
（ψR の場合は，その反粒子を考えることによって基
本的に ψL の場合に帰着させる）が指定されている．
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の破れを引き起こす量子異常をカイラルアノマリー
(chiral anomaly)とも呼ぶ．
量子異常は，系を定義するにあたっての古典論と
量子論の規定の差異に起因して発生する．すなわち，
古典論としては基本変数としての場とその運動を規
定するハミルトニアン（またはラグランジアン）を
与えれば系は定義される．古典的対称性は，この規定
の枠の中で定義される．一方，場の量子論としては，
場の演算子の積が発散を含み数学的には意味を持た
ないことがあるので，これを正則化 (regularization)

する処方を古典的な系の規定の上に加えることによっ
て，初めて量子論的な定義がなされる．量子論的対
称性は，この拡張された規定の枠の中で定義される．
従って，もし量子論として古典的保存量に対応する
演算子とハミルトニアン演算子を，正則化の処方を
含めて何らかの理由で（自己共役性を含めて）整合
的に定義することができなければ，古典的な対称性
を破ることになる．多くの場合，整合的に問題が生
ずるのは複数の対称性の要請が共立し得ない場合で
ある．具体的には，例えば遷移過程の計算に摂動論
を用いた場合，特定のファインマン図形に対応する
積分に発散が現れ，これをゲージ不変に正則化する
際に質量などの次元を持つ正則化パラメーターが必
要となり，カイラル対称性などの古典的対称性を破
る要因となる．また，経路積分によって系を量子化し
た場合には，積分測度を定義する（あるいは対称性
変換の下での性質を規定する）際に正則化パラメー
ターを必要とし，これがゲージ対称性を保ったまま
カイラル対称性のような古典論での対称性を保つよ
うに定義できないとき，量子異常が発生することに
なる 11)．
ベクトル型 U(1)ゲージ理論における軸性 U(1)A

カレントの量子異常 (1.99)は，π0中間子の崩壊過程
π0 → 2γによって実証されている．クォーク模型によ
れば π0中間子が u, dクォークから成る U(1)Aカレ
ントとして間接的に記述され，U(1)Aカレントが２光
子に変化する過程を求めることによって，π0 中間子
の実効理論の中で崩壊確率 Γ(π0 → 2γ)を計算する
ことができる．もし量子異常が無ければ上記の崩壊が
起こらず，観測事実と矛盾してしまう．一方，この計
算を（関与するクォークの電荷や色 (color)自由度の
因子を考慮して）量子異常 (1.99)に基づいて行うと，
崩壊確率 Γth(π0 → 2γ) " 1.11 × 1016 s−1 を得る．
この結果は実測値 Γexp(π0 → 2γ) " 1.19×1016 s−1

と良い近似で一致している．
一般に n個の質量零のディラック粒子系で，各粒
子がベクトル型ゲージ相互作用を行う場合，（古典的
な）大域的対称性として上に記した U(1)L ×U(1)R

対称性に加えて，SU(n)L × SU(n)R カイラル対称
性が存在する．n個のディラック場を組にして ψ =

(ψ1, . . . , ψn)T とし，ゲージ場を Aµ = −igAa
µT a

とおけば（gは結合定数，T a はゲージ群の代数の表

現行列），このようなベクトル型ゲージ理論のラグ
ランジアン密度は

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ + Aµ (1.100)

で与えられる．ここで，ディラック場と同様にワイ
ル場 (1.95)の形でも組を作れば，上式 (1.100)は

L = ψ̄L iγµDµψL + ψ̄R iγµDµψR (1.101)

と分離し，SU(n)L × SU(n)R カイラル変換

ψL(x) → e−iθa
LLa

ψL(x)

ψR(x) → e−iθa
RLa

ψR(x) (1.102)

の下で大域的対称性を持つことが明白な表式になる．
ここで La は SU(n) のリー代数 su(n) の表現行列
であり，交換関係 (1.83)を満足する．カイラル対称
な理論は，素粒子の模型として，n個（例えば u，d,

sクォークだけであれば n = 3）の質量の軽いクォー
クが，カラー SU(3) をゲージ群として強い相互作
用をする系の（近似的）記述に用いられる．ここで
SU(n)L × SU(n)R カイラル変換 (1.102)における
変換パラメーターを等しく θa

L = θa
R すれば，部分群

SU(n)V ⊂ SU(n)L ×SU(n)R によるベクトル変換
になるが，これはこの模型におけるアイソスピン変
換に対応するものである．特に n = 3の場合，位相
U(1)L ×U(1)R = U(1)V ×U(1)A 部分も含めたカ
イラル対称性が自発的に

U(3)L × U(3)R → U(3)V (1.103)

という形に破れるとすれば，π, K および η 中間
子を，これらの自発的対称性の破れ (spontaneous

symmetry breaking) に伴って現れる質量零のスカ
ラー粒子（南部-ゴールドストーンボソン (Nambu-

Goldstone boson)）と見なすことができる．
なお，上の大域的対称性の中の U(1)A 対称性に

関しては，その自発的対称性の破れに対応する軽い
中間子が現実には見当たらないという問題があり，
U(1) 問題 (U(1) problem）と呼ばれる．そこで付
随するネーターカレントである U(1)Aカレントに注
目してその保存性を調べると，場の曲率

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (1.104)

を用いて

∂µjµ
5 = − n

16π2
εµνρσtr(FµνFρσ)

= − n
8π2

∂µεµνρσtr

(
Aν∂ρAσ +

2
3
AνAρAσ

)

(1.105)

となっており，カイラルアノマリーのために対称性
が破れている．ここで右辺の全微分で表される量子
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変になっている．このうちクォークについては，世代
間の混合のため，世代共通の U(1)位相変換 (1.88)

が Lを不変にする．この大域的対称性に付随する保
存量 B はクォークの総数（の 1/3）に対応するもの
であり，これをバリオン数 (baryon number) と呼
ぶ．バリオン（重粒子）(baryon)とは元来，陽子 p

や中性子 nなど強い相互作用をする粒子の中でスピ
ンが半奇数のものの呼称であり，これら核子にはバ
リオン数 B = 1が付与される．核子は３個のクォー
クから成るから，クォークにはバリオン数 B = 1/3

を，反クォークには B = −1/3を割り当てる．これ
により，クォークと反クォークの対から成る中間子
π や K のバリオン数は B = 0となる．バリオン数
の保存則が成立すれば，（単体で存在する）バリオン
中で最も軽い陽子は崩壊が禁止されるので，粒子と
しての安定性が保証される．
レプトンもクォークと同様に，世代に共通な U(1)

位相変換の下でラグランジアン密度 Lが不変となる．
この大域的対称性に付随する保存量 Lはレプトンの
総数に対応し，これをレプトン数 (lepton number)

と呼ぶ．もし各世代のニュートリノの質量が零であ
れば，レプトン粒子は世代毎に相互作用が閉じた形
で定義されるので，各世代での独立な U(1) 位相変
換の下でも大域的対称性が存在することになる．そ
の結果，各世代でのレプトン粒子数の和に対応する
保存量 Le, Lµ, Lτ が存在することになり，これら
をそれぞれ電子型，µ 粒子型，τ 粒子型レプトン数
と呼ぶ．例えば，電子 e− と電子ニュートリノ νe の
１粒子状態は Le = +1であり，またミュー粒子 µ−

とミューニュートリノ νµ は Lµ = +1であって，そ
れぞれの反粒子 e+, ν̄e, µ+, ν̄µ は粒子数の符号が
逆になる．これら３種のレプトン数保存則によって，
崩壊現象 γ → e+ + e− や µ+ → e+ + νe + ν̄µ は許
されるが，µ+ → e+ + γ は禁止される．実際には
ニュートリノには微小ながら質量があって各世代の
ニュートリノが混合しているため，上の保存則はい
ずれも近似的なものであり，保存量は全レプトン数
L = Le + Lµ + Lτ のみとなる．
但し，標準理論はカイラルなゲージ理論であるた
めに量子異常が発生し，このため厳密にはバリオン
数 B，レプトン数 Lともに保存されない．しかしな
がら，これらの粒子数の量子異常が量的に等しい

∂µjµ
B = ∂µjµ

L #= 0 (1.93)

ために，両者の粒子数の差B −Lは量子論的にも保
存量となっている．通常の状況下ではバリオン数や
レプトン数保存の量子異常による破れの程度は極め
て小さく無視できる．しかし，宇宙初期等の高温状
況下では非保存の過程が無視できない可能性もあり，
その場合でもなお粒子数B −Lは厳密に保存される
ので，これを用いたバリオン数の生成のシナリオも
考えられている．

1-3-4 カイラル対称性と量子異常
ディラック粒子の系において，もし粒子の質量が
零m = 0ならば，ベクトル型 (vector) U(1)位相変
換 (1.88)に加え，さらに軸型 (axial) U(1)位相変換

ψ(x) → e−iϑγ5 ψ(x), (1.94)

の下で も L は不変となる．ディラック場から特定
のカイラリティーを持つワイル場 (Weyl field)

ψL =
1
2
(1 − γ5)ψ, ψR =

1
2
(1 + γ5)ψ (1.95)

を定義しこれらを系の記述に用いることとすれば，ベ
クトル型と軸型の位相変換U(1)V ×U(1)A対称性は，
これらのワイル場に対する位相変換 U(1)L ×U(1)R

ψL(x) → e−iθL ψL(x)

ψR(x) → e−iθR ψR(x) (1.96)

の下での大域的対称性を意味する．このように，一
般にカイラルなフェルミ粒子の場 ψL，ψR に対する
独立な変換をカイラル変換と言い，その下での対称
性をカイラル対称性 (chiral symmetry)と呼ぶ．上
の系は U(1)L × U(1)R カイラル対称性を持つ．
いまこの系が電磁相互作用項 Lint = eAµjµ を持
つベクトル型 U(1)ゲージ理論

L = ψ̄ iγµDµψ, Dµ = ∂µ − ieAµ (1.97)

である場合を考え，量子化の段階でゲージ対称性が維
持されているものとする．これは，ゲージ場Aµと結
合する（大域的なベクトル型 U(1)V 変換のネーター
カレントでもある）ベクトルカレント jµ = ψ̄γµψ

の保存

∂µjµ = 0 (1.98)

を意味するが，このとき，位相U(1)A変換 (1.94)に
付随するネーターカレントである軸性カレント jµ

5 =

ψ̄γµγ5ψ は保存せず，Fµν = ∂µAν − ∂νAµ をゲー
ジ場の曲率とすれば，

∂µjµ
5 = − e2

16π2
εµνρσFµνFρσ (1.99)

となることが知られている 10)．この結果は式 (1.86)

で与えられる軸型 U(1) 変換の生成子 Q5 =∫
dr ψ†γ5ψ が，量子効果のために時間依存性を持
つこと dQ5/dt #= 0を示しており，従って系の（古
典論としての）大域的対称性は，量子論としては破
れていることになる．このように，一般に古典論で
の対称性が，量子化に伴って破れる現象を量子異常
(quantum anomaly) と言い，特にカイラル対称性
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異常項 (1.105)は，チャーン-ポントリャーギン密度
(Chern-Pontryagin density) と呼ばれる項（の 2n

倍）であり，ゲージ場がインスタントン (instanton)

配位などのトポロジー的に非自明な配位の場合には，
その時空上の積分が有限な整数値を取ることが知られ
ている．このため，系の作用 I =

∫
d4xLは U(1)A

変換の下で不変性を持たないことになり，南部-ゴー
ルドストーンボソン生成の前提が崩れることになる．
なお，量子異常項 (1.105)が全微分であることから，
これを 2n ∂µCµ と書けば，被微分項をネーターカレ
ントから差し引いて定義した新たなカレント j̃µ

5 =

jµ
5 − 2n Cµ は自動的に保存する ∂µj̃µ

5 = 0．しかし
j̃µ
5 はゲージ不変ではないので，これを用いて物理
的な保存量を定義することはできず，対応する南部-

ゴールドストーンボソンを生成しない．このように
して，カイラルアノマリーによって U(1) 問題が解
決されるのである．
もしゲージ場と結合するカレントの共変的保存則に
量子異常が発生する場合には，付随する局所対称性で
あるゲージ対称性 (gauge symmetry)が破れること
になる．その典型的な例はゲージ場が特定のカイラリ
ティーのフェルミ粒子と相互作用するカイラルゲージ
理論 (chiral gauge theory)であり，いまそのフェル
ミ粒子の場を ψLとし，ゲージ場をAµ = −igAa

µLa

とすれば，系のラグランジアン密度は

L = ψ̄L iγµDµψL (1.106)

で与えられる．ここで La は場 ψL の従うゲージ群
Gのリー代数の表現行列である．ゲージ場と結合す
るゲージカレント (gauge current) は，

(Jµ
L)a =

1

g
δI

δAa
µ

= ψ̄L γµLaψL (1.107)

で定義され，作用 I のゲージ不変性は，その共変的
保存DµJµ

L = ∂µJµ
L + [Aµ, Jµ

L ] = 0と等しい（ここ
で Jµ

L = (Jµ
L)aLa）．ゲージ変換の特殊な場合とし

て大域的変換

ψL(x) → e−iθaLa

ψL(x)

Aµ(x) → e−iθaLa

Aµ(x) eiθaLa

(1.108)

を考えれば，これに付随するネーターカレントは

jµ
L = Jµ

L + [Aν , F µν ] (1.109)

となり，その保存 ∂µjµ
L = 0 はゲージカレントの共

変的保存DµJµ
L = 0に等価である．カイラルゲージ

理論においては，量子化の過程でゲージ対称性を維
持したまま正則化を行なうことは不可能であり，結
果として

(DµJµ
L)a = − 1

24π2
∂µεµνρσ

× tr La

(
Aν∂ρAσ +

1
2
AνAρAσ

)

(1.110)

を得る．すなわち，カイラルゲージ理論では一般に
量子異常によってゲージ対称性が破れてしまうので
ある．ゲージ対称性は，通常，場の量子論における
繰り込み可能性 (renormalizability)，ユニタリー性
(unitarity)，およびゲージ不変な物理状態の空間を
指定する際の理論的整合性 (consistency) を保証す
る重要な性質であるので，その破れは無矛盾な理論
を構成するにあたり重大な障碍となると考えられて
いる．
但し，式 (1.110) 右辺の量子異常は，フェルミ粒

子の場の表現行列による因子

Dabc =
1
2
tr La{Lb, Lc} (1.111)

に比例しているので，もし Dabc = 0 であれば，量
子異常が消えてゲージ対称性が維持されることにな
る．これが成立するのはいくつかの異なる場合があ
り，例えば，ゲージ群Gのリー代数の任意の既約表
現が，適当な行列 S を用いて (iLa)∗ = S(iLa)S−1

と書ければ，これより Dabc = 0を得る．SU(2)や
SO(2n+1)はそのような例である．また，これ以外
の場合でも Dabc = 0 となる群が存在し，これらを
合わせると，結局，Dabc $= 0となり得るのは，U(1)

と SU(n), n ≥ 3 のみであることが知られている．
これら後者の場合には，ゲージ対称性を保つために
は複数の異なる表現のフェルミ粒子の組み合わせに
よって，Dabc = 0 とすることが必要となり，この
量子異常の消滅条件は整合的な理論構成にひとつの
有力な指針を与えることになる．因みに，標準模型
はゲージ群 SU(3) × SU(2) × U(1) に基づくカイ
ラルゲージ理論によって構成されており，そこでは
Dabc = 0 となるようにクォークとレプトンの表現
（ψR の場合は，その反粒子を考えることによって基
本的に ψL の場合に帰着させる）が指定されている．
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/D(γ5ϕ(x)) = −λn(γ5ϕ(x)) γ5ϕn = ±ϕn λn = 0 (6)

/Dϕ(x) = λnϕ(x) γ5 /D = −/D γ5 (7)

γ5ϕn = +ϕn γ5ϕn = −ϕn λn = 0 n+ n− (8)

ψ(−l) = ψ(l) = 0 (9)

p̂ =
h̄

i

d

dx
(10)

∫ l

−l
dx {(p̂ϕ(x))∗ψ(x)− ϕ∗(x)(p̂ψ(x))} = [ϕ∗(x)ψ(x)]l−l = 0 (11)

H → H ′ = H U = U(g) g ∈ G (12)
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異常項 (1.105)は，チャーン-ポントリャーギン密度
(Chern-Pontryagin density) と呼ばれる項（の 2n

倍）であり，ゲージ場がインスタントン (instanton)

配位などのトポロジー的に非自明な配位の場合には，
その時空上の積分が有限な整数値を取ることが知られ
ている．このため，系の作用 I =

∫
d4xLは U(1)A

変換の下で不変性を持たないことになり，南部-ゴー
ルドストーンボソン生成の前提が崩れることになる．
なお，量子異常項 (1.105)が全微分であることから，
これを 2n ∂µCµ と書けば，被微分項をネーターカレ
ントから差し引いて定義した新たなカレント j̃µ

5 =

jµ
5 − 2n Cµ は自動的に保存する ∂µj̃µ

5 = 0．しかし
j̃µ
5 はゲージ不変ではないので，これを用いて物理
的な保存量を定義することはできず，対応する南部-

ゴールドストーンボソンを生成しない．このように
して，カイラルアノマリーによって U(1) 問題が解
決されるのである．
もしゲージ場と結合するカレントの共変的保存則に
量子異常が発生する場合には，付随する局所対称性で
あるゲージ対称性 (gauge symmetry)が破れること
になる．その典型的な例はゲージ場が特定のカイラリ
ティーのフェルミ粒子と相互作用するカイラルゲージ
理論 (chiral gauge theory)であり，いまそのフェル
ミ粒子の場を ψLとし，ゲージ場をAµ = −igAa

µLa

とすれば，系のラグランジアン密度は

L = ψ̄L iγµDµψL (1.106)

で与えられる．ここで La は場 ψL の従うゲージ群
Gのリー代数の表現行列である．ゲージ場と結合す
るゲージカレント (gauge current) は，

(Jµ
L)a =

1

g
δI

δAa
µ

= ψ̄L γµLaψL (1.107)

で定義され，作用 I のゲージ不変性は，その共変的
保存DµJµ

L = ∂µJµ
L + [Aµ, Jµ

L ] = 0と等しい（ここ
で Jµ

L = (Jµ
L)aLa）．ゲージ変換の特殊な場合とし

て大域的変換

ψL(x) → e−iθaLa

ψL(x)

Aµ(x) → e−iθaLa

Aµ(x) eiθaLa

(1.108)

を考えれば，これに付随するネーターカレントは

jµ
L = Jµ

L + [Aν , F µν ] (1.109)

となり，その保存 ∂µjµ
L = 0 はゲージカレントの共

変的保存DµJµ
L = 0に等価である．カイラルゲージ

理論においては，量子化の過程でゲージ対称性を維
持したまま正則化を行なうことは不可能であり，結
果として

(DµJµ
L)a = − 1

24π2
∂µεµνρσ

× tr La

(
Aν∂ρAσ +

1
2
AνAρAσ

)

(1.110)

を得る．すなわち，カイラルゲージ理論では一般に
量子異常によってゲージ対称性が破れてしまうので
ある．ゲージ対称性は，通常，場の量子論における
繰り込み可能性 (renormalizability)，ユニタリー性
(unitarity)，およびゲージ不変な物理状態の空間を
指定する際の理論的整合性 (consistency) を保証す
る重要な性質であるので，その破れは無矛盾な理論
を構成するにあたり重大な障碍となると考えられて
いる．
但し，式 (1.110)右辺の量子異常は，フェルミ粒

子の場の表現行列による因子

Dabc =
1
2
tr La{Lb, Lc} (1.111)

に比例しているので，もし Dabc = 0 であれば，量
子異常が消えてゲージ対称性が維持されることにな
る．これが成立するのはいくつかの異なる場合があ
り，例えば，ゲージ群Gのリー代数の任意の既約表
現が，適当な行列 S を用いて (iLa)∗ = S(iLa)S−1

と書ければ，これより Dabc = 0を得る．SU(2)や
SO(2n+1)はそのような例である．また，これ以外
の場合でも Dabc = 0 となる群が存在し，これらを
合わせると，結局，Dabc $= 0となり得るのは，U(1)

と SU(n), n ≥ 3 のみであることが知られている．
これら後者の場合には，ゲージ対称性を保つために
は複数の異なる表現のフェルミ粒子の組み合わせに
よって，Dabc = 0 とすることが必要となり，この
量子異常の消滅条件は整合的な理論構成にひとつの
有力な指針を与えることになる．因みに，標準模型
はゲージ群 SU(3) × SU(2) × U(1) に基づくカイ
ラルゲージ理論によって構成されており，そこでは
Dabc = 0 となるようにクォークとレプトンの表現
（ψR の場合は，その反粒子を考えることによって基
本的に ψL の場合に帰着させる）が指定されている．
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異常項 (1.105)は，チャーン-ポントリャーギン密度
(Chern-Pontryagin density) と呼ばれる項（の 2n

倍）であり，ゲージ場がインスタントン (instanton)

配位などのトポロジー的に非自明な配位の場合には，
その時空上の積分が有限な整数値を取ることが知られ
ている．このため，系の作用 I =

∫
d4xLは U(1)A

変換の下で不変性を持たないことになり，南部-ゴー
ルドストーンボソン生成の前提が崩れることになる．
なお，量子異常項 (1.105)が全微分であることから，
これを 2n ∂µCµ と書けば，被微分項をネーターカレ
ントから差し引いて定義した新たなカレント j̃µ

5 =

jµ
5 − 2n Cµ は自動的に保存する ∂µj̃µ

5 = 0．しかし
j̃µ
5 はゲージ不変ではないので，これを用いて物理
的な保存量を定義することはできず，対応する南部-

ゴールドストーンボソンを生成しない．このように
して，カイラルアノマリーによって U(1) 問題が解
決されるのである．
もしゲージ場と結合するカレントの共変的保存則に
量子異常が発生する場合には，付随する局所対称性で
あるゲージ対称性 (gauge symmetry)が破れること
になる．その典型的な例はゲージ場が特定のカイラリ
ティーのフェルミ粒子と相互作用するカイラルゲージ
理論 (chiral gauge theory)であり，いまそのフェル
ミ粒子の場を ψLとし，ゲージ場をAµ = −igAa

µLa

とすれば，系のラグランジアン密度は

L = ψ̄L iγµDµψL (1.106)

で与えられる．ここで La は場 ψL の従うゲージ群
Gのリー代数の表現行列である．ゲージ場と結合す
るゲージカレント (gauge current) は，

(Jµ
L)a =

1

g
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で定義され，作用 I のゲージ不変性は，その共変的
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て大域的変換
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を考えれば，これに付随するネーターカレントは
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L + [Aν , F µν ] (1.109)

となり，その保存 ∂µjµ
L = 0 はゲージカレントの共

変的保存DµJµ
L = 0に等価である．カイラルゲージ
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持したまま正則化を行なうことは不可能であり，結
果として
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を得る．すなわち，カイラルゲージ理論では一般に
量子異常によってゲージ対称性が破れてしまうので
ある．ゲージ対称性は，通常，場の量子論における
繰り込み可能性 (renormalizability)，ユニタリー性
(unitarity)，およびゲージ不変な物理状態の空間を
指定する際の理論的整合性 (consistency) を保証す
る重要な性質であるので，その破れは無矛盾な理論
を構成するにあたり重大な障碍となると考えられて
いる．
但し，式 (1.110) 右辺の量子異常は，フェルミ粒

子の場の表現行列による因子

Dabc =
1
2
tr La{Lb, Lc} (1.111)

に比例しているので，もし Dabc = 0 であれば，量
子異常が消えてゲージ対称性が維持されることにな
る．これが成立するのはいくつかの異なる場合があ
り，例えば，ゲージ群Gのリー代数の任意の既約表
現が，適当な行列 S を用いて (iLa)∗ = S(iLa)S−1

と書ければ，これより Dabc = 0を得る．SU(2)や
SO(2n+1)はそのような例である．また，これ以外
の場合でも Dabc = 0 となる群が存在し，これらを
合わせると，結局，Dabc $= 0となり得るのは，U(1)

と SU(n), n ≥ 3 のみであることが知られている．
これら後者の場合には，ゲージ対称性を保つために
は複数の異なる表現のフェルミ粒子の組み合わせに
よって，Dabc = 0 とすることが必要となり，この
量子異常の消滅条件は整合的な理論構成にひとつの
有力な指針を与えることになる．因みに，標準模型
はゲージ群 SU(3) × SU(2) × U(1) に基づくカイ
ラルゲージ理論によって構成されており，そこでは
Dabc = 0 となるようにクォークとレプトンの表現
（ψR の場合は，その反粒子を考えることによって基
本的に ψL の場合に帰着させる）が指定されている．
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rations in the path-integral. This is our basic observa- 
tion. 

In the following, we derive the relation between 
the integral over all gauge field configurations and 
the integral over only the "representatives" of the 
gauge-equivalent classes of the gauge field configura- 
tions. For this purpose, we introduce the gauge-fixing 
condition: f[A] = 0 and assume f lAg]  = 0 has a 
unique solution for g. Following the method of 
Faddeev and Popov [10], we define Af[A] by 

Af[Al f dg6Or[Ag] )  = 1, (4) 

where dg represents the invariant measure on G. 
The vacuum-to-vacuum amplitude 

Z - f d ~ d ~ d A  e x p ( i I [ $ , ~ , A ] )  (5) 

can be written, after inserting (4), as 

z =fd  d~ dA u Af[AI dgS( f [Ag] )  

X exp(iI[~,  ~,A]) .  (6) 

Under the change of integration variables A --~ A g-1 g-i /z /z 
- -  dA~ is assumed to be invariant, dAt~ = dA~ - 
(6) can be written as 

z =fdff d~-~A dg exp(il[~b, - -1 ~,A~ ]), 

Z = f ~  A dg exp (i W[A g-I ]) 

=fc/)  A dg exp (iW[A] + i a l ( A , g - l ) )  

=fd, d~  '.'-3 A dg exp ( iI[~,  ~, A] 

+ i a l ( A , g - 1 ) )  

- f d ~ b  d ~ A  dgexp(ilst[~b , ~ , A , g ] ) ,  (10) 

where 

a l (A,g  ) = W[A g] - W[A],  (1 1) 

which is nothing but the Wess-Zumino action and 
satisfies the one-cocycle condition [2]. We call the 
action Ist [4, ~, A ,g] "the standard action", 

/st[V, ~,A,g]  = I [¢ ,  ~ , a ]  + Otl(A,g-1 ). (12) 

Taking the standard action as a starting point, we 
can formulate the theory using operator formalism 
and diagrammatic technique or nonperturbative ap- 
proaches, etc. 

The striking feature of (10) is the existence of 
gauge invariance. To see this, we define the effective 
action/eft [A ], 

exp( i le f f [Al )  - - f d ¢  d~ dg exp(ilst [•, ~ ,A ,g ] )  

--fdg exp ( i l  I [A, g] ), (13) 

Q)A - dA Af[Al~i(f[A]). (7) 

If we redefine the fermion fields by 

~b L ~ 4 [  = g - 1 ¢  L, ~L -~ ~ [  = ~L g' (8) 
the lagrangian turns to the original form. In the case 
of gauge-invariant theories, we can regularize them so 
that this kind of redefinition of the fermion fields 
gives no extra effect. Consequently, the integrand is 
independent of g, and the integration over "gauge 
volume" f dg, which leads to physically irrelevant 
infinity, can be dropped. However, as mentioned 
above, the fermionic measure is not invariant under 
(8), but generates the Wess-Zumino action ,2 [11], 

d~b d~ = d~ g d~ g exp [iet(A ,g - l ) ] .  (9) 

Alternatively, if we integrate d ¢ d~ in (7), 

we get (using the fact that dg is the invafiant mea- 
sure), 

exp ( i I ~ [ A h ] )  = fdg exp (iI 1 lAb,g])  

= fdg exp (i  I 1 [A ,  g h  - 1 ] ) 

= f d  (gh -1) exp (iI 1 [A,gh-1]) 
= exp(i lef f[A]) .  (14) 

,2 We call ~1 (A, g-l) the Wess-Zumino action as a I (.4, g) 
in the sense that under the infinitesimal gauge transforma- 
tion h(x) = 1 + ea(x)h a, it generates the anomaly_¢~ a(x), 
i.e., 
a 1 (.4 h, h -1 g-I ) _ al (A, g-I ) = _ f dx ea(x).q~a(x), 

W[A h ] - W[A ] = f dx ea(x).c'~a(x). 
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新たな自由度の出現
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（ここでの記法 g = U)

経路積分量子化では

量子化に伴う局所対称性の破れ 物理的自由度の増加と対称性の回復！
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2．非同値量子化
a) 円周上の粒子

巻き数 n の遷移の確率振幅

整合性の要請からその形を定めることができる ∗1）.
係数 cn を決めるため，まず確率振幅（6.4）において始点 αを固定したまま

終点 β を連続的に β +∆β へと変化させ，円周を一回りさせることを考える．
すると経路和に含まれる粒子の経路 ϕ(t)も，境界条件の変化に合わせて連続的
に ϕ(t) +∆ϕ(t)へと変化することになる．これに応じて，巻き数 nの経路和
Kn(β, T ;α, 0)も徐々にその値を変えるが，β が一周しきったところでは，ど
の含まれた経路も巻き数は n+ 1になっている筈だから，結局その和は巻き数
n + 1 を持つ始点 α から終点 β への経路の和，すなわち Kn+1(β, T ;α, 0) に
なっていることになる．ところがこの過程の前後では，始点と終点はともに円
周の上で移動していないから，全体としての確率振幅は元の確率振幅と ‘同等’

なものでなければならない．ここで ‘同等’というのは，量子力学における波動
関数は全体の位相部分 eiθ は不定であることを考慮して，位相部分を除いて一
致するという意味である．式（6.4）からこの条件は

∞∑

n=−∞
cn Kn(β, T ;α, 0) = eiθ

∞∑

n=−∞
cn Kn+1(β, T ;α, 0)

=
∞∑

n=−∞
eiθcn−1 Kn(β, T ;α, 0) (6.5)

となるが，ここで α,β や T は任意であり，一方係数 cn はそれらに依存しな
いから，上の等式は和の中の各項ごとに成立しなければならない．これより
cn = eiθcn−1 となり，従って cn = einθc0 を得る．c0 は確率振幅（6.4）の全
体の位相に関わるものであるから，これをいま簡単のため c0 = 1とおけば，結
局，確率振幅は

K(β, T ;α, 0) =
∞∑

n=−∞
einθ Kn(β, T ;α, 0) (6.6)

と書き表すことができることがわかる．
なお，上で行ったことは，実質的には円周 S1 上の経路を直線 R上に引き上

げて，R上での経路和を考えたことに等しい．この考え方はより一般的な空間
にも適用でき，ここで議論した円周 S1 上での経路和がその特別な場合になっ
ていることを，次の第 7章で見ることになる．
6.1.2 量子論的位相パラメーターの意味
上の確率振幅の表式（6.6）は，実は第２章で述べた古典作用を用いる経路和

による確率振幅の構成（1.23）と全く同じものではなく，それを一般化したも
のになっていることに注意しよう．すなわち，円周のような内部に穴の開いた
系では，古典論には無かった量子論的な位相パラメーター θの自由度が許され
*1） この形の経路和については，第 7 章の多重連結空間上の経路積分の説明を参照．
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0
ϕ

ϕ α β

ϕ α β

n = 0 !

! n = 1

図 6.1 円周上の粒子．任意の巻き数 n の遷移が許される．図では n = 0 と n = 1

の場合を示す．

れる．経路はその過程で右にも左にも円上を周回するので，巻き数 n = w[ϕ]

は差し引き正味の数で，周回の方向により正負どちらの整数にもなる．
経路の分類に基づいて，経路和も類別することもできる．つまり，特定の巻

き数 nのみの経路和
Kn(β, T ;α, 0) :=

∫ β

α
Dnϕ(t) e

(i/!)S[ϕ(t)] (6.3)

を考えるのである．ここでS[ϕ(t)] =
∫
dtL(ϕ, ϕ̇; t)は系の作用で，測度Dnϕ(t)

は w[ϕ] = nとなる経路 ϕ(t)のみについて経路和を取ることを意味するものと
する．このようにして作った特定の巻き数 nの ‘確率振幅’ Kn(β, T ;α, 0)は，
それ自身，もし積分核として波動関数 ψ(ϕ, t)の時間発展（2.27）を規定するな
らば，結果として波動関数 ψ(ϕ, t)がシュレーディンガー方程式を満たす．な
ぜなら，そのために第２章で用いた議論は，積分核の引数に対する局所的な微
分方程式に関するものであり，巻き数のような大域的な状況にはまったく無関
係に成立するからである．
しかし系の正しい確率振幅を得るには，さらに巻き数についての和を取るこ

とが必要になる．そのようにして作った確率振幅は，局所的な条件（シュレー
ディンガー方程式を満たすこと）が各巻き数ごとの経路和の段階で既に満たさ
れていることから，Kn(β, T ;α, 0)を巻き数 nについて足し上げたものも，確
率振幅としての局所的条件を満たすことになる．逆に言えば，シュレーディン
ガー方程式を満たすという条件のみからは，系の確率振幅K(β, T ;α, 0)は全体
の経路和を取る際に適当な係数 cn を持った重ね合わせ

K(β, T ;α, 0) =
∞∑

n=−∞
cn Kn(β, T ;α, 0) (6.4)

を作ったとしても，その係数を決めることができないことになる．但し，係数
cn は境界での値 α,β や時間間隔 T には依存しない定数であり，全体としての
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重ね合わせの重みの任意性

配位空間A(a) A(a→) B(b) B(b→) Q = S1

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

"a a "b b

M = T !Q = T !(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m
R3 S3 R4 → S4

dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
(ih̄Ĥ) + Ĥ = 0

Â = Â†　

任意パラメーターA(a) A(a→) B(b) B(b→) Q = S1 θ → [0, 2π)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

$a a $b b

M = T !Q = T !(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m
R3 S3 R4 → S4

dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
(ih̄Ĥ) + Ĥ = 0

Â = Â†　

非同値量子化

inequivalent quantization

第 6 章
経路積分とトポロジー

経路積分による量子化法の長所の一つは，質的に異なる経路が存在する場合
の量子論に特有な性質を鮮やかに抽出し，物理的効果として議論することがで
きることにある．これは系の配位空間に穴が空いているなど，そのトポロジー
が自明ではない場合に顕著になるが，その他にも，相互作用に関わるポテンシャ
ルのトポロジー的性質により，物理パラメーターに量子化が起こる場合にも見
ることができる．本章ではその最も簡単な例として，円周の上の粒子と，磁気
単極子のある場合の磁荷の量子化について述べる．

6.1 円周上の粒子
6.1.1 巻き数と経路和
トポロジー的に非自明な空間の最も簡単な例は，円周 S1 である．そこで手

始めに，質量mの粒子が円周上を運動する場合を，経路和の考えに基づいて考
察することにしよう．簡単のため，半径 1の円を考え，その周上にある粒子の
位置を角度 ϕで表し（0 ≤ ϕ < 2π），またポテンシャルを V (ϕ)とすれば，系
のラグランジアンは

L(ϕ, ϕ̇; t) =
m

2
ϕ̇2 − V (ϕ) (6.1)

で与えられる．問題は，これまでと同様，初期時刻 t = 0に位置 ϕ = αにあっ
た粒子が，終時刻 t = T で位置 ϕ = βに遷移する確率を求めることである．但
し，これまでと違って．そのような始点及び終点の境界条件を見たす経路は，そ
の過程で円周を何度周回したかで類別することができることに注意しよう．具
体的には，経路 ϕ(t)が ϕ(0) = αから ϕ(T ) = β に至るまでに周回した回数は

w[ϕ] =
1

2π

∫ T

0
dt ϕ̇−

(
β − α

2π

)
(6.2)

によって評価することができ，経路 ϕ(t)の巻き数（winding number）と呼ば
65

巻き数 を導入して位相部分を書き直すと

るのであり，この顕著な性質は系の配位空間のトポロジーがもたらす純粋な量
子効果と見なすことができる．
この量子的な位相パラメーター θの物理的な意味を古典的な見方で理解する

ため，確率振幅の位相部分を古典作用の中に組み入れることを考えよう．すな
わち，（6.3）より確率振幅は

K(β, T ;α, 0) =
∞∑

n=−∞
einθ

∫ β

α
Dnϕ(t) e

(i/!)S[ϕ(t)] (6.7)

となるが，ここで電荷 eを用いた定数値の電磁ポテンシャル
A =

θ

2πe
! (6.8)

を導入し，これを用いて経路積分（6.7）の中の巻き数の位相因子 einθ を作用
の位相因子 e(i/!)S[ϕ(t)] の中に繰り込んで，

S[ϕ(t)] + nθ! = S[ϕ(t)] + w[ϕ]θ! = S[ϕ(t), A] + δ! (6.9)

と書こう．但し δ = θ(α−β)
2π とし，実効的な作用 S[ϕ(t), A]を

S[ϕ(t), A] =

∫ T

0
dt

(m
2
ϕ̇2 + eA ϕ̇− V (ϕ)

)
(6.10)

で定義した．このようにすると，確率振幅は巻き数についての積分測度の指定
の無い簡単な形

K(β, T ;α, 0) = eiδ
∫ β

α
Dϕ(t) e(i/!)S[ϕ(t),A] (6.11)

になり，位相部分の S[ϕ(t), A] は，形式的に（6.8）で与えられる電磁ポテン
シャルAと相互作用する電荷 eを持つ粒子の古典作用になっている．但し，こ
こではAが定数であるため，全微分になっている電磁相互作用項も古典的な運
動方程式には影響せず，位相パラメーター θは古典的な運動にはまったく影響
を与えないことに注意しよう．
ところが量子論的には，（6.6）に明らかなように，位相パラメーター θは異な

る巻き数を持つ経路の確率振幅の和を取る際の位相の重みを決める因子になっ
ている．これは，量子論では可能な遷移の重ね合わせが，確率そのものではな
く確率振幅のレベルで生じることから来るものであり，ここにおいて，古典論
には無い量子論特有の任意性（自由度）が許される余地が生じるのである．
この量子論特有の任意性を物理的に解釈するため，実効作用 S[ϕ(t), A]にお

ける電磁ポテンシャル A（式（6.8））が，粒子の動く円の内側を垂直に貫く磁
束があるときの電磁ポテンシャルに他ならないことに注意しよう．実際，３次
元の円柱座標 (r,ϕ, z) において粒子の動く円が z = 0 の平面上にあるように
取れば，内部の磁束を Φ とし，かつ円上には磁場のない電磁ポテンシャルは
A = Φ

2πreϕ という形に選ぶことができる（ここで eϕ は角度 ϕ方向の単位ベ
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るのであり，この顕著な性質は系の配位空間のトポロジーがもたらす純粋な量
子効果と見なすことができる．
この量子的な位相パラメーター θの物理的な意味を古典的な見方で理解する

ため，確率振幅の位相部分を古典作用の中に組み入れることを考えよう．すな
わち，（6.3）より確率振幅は

K(β, T ;α, 0) =
∞∑

n=−∞
einθ

∫ β

α
Dnϕ(t) e

(i/!)S[ϕ(t)] (6.7)

となるが，ここで電荷 eを用いた定数値の電磁ポテンシャル
A =

θ

2πe
! (6.8)

を導入し，これを用いて経路積分（6.7）の中の巻き数の位相因子 einθ を作用
の位相因子 e(i/!)S[ϕ(t)] の中に繰り込んで，

S[ϕ(t)] + nθ! = S[ϕ(t)] + w[ϕ]θ! = S[ϕ(t), A] + δ! (6.9)

と書こう．但し δ = θ(α−β)
2π とし，実効的な作用 S[ϕ(t), A]を

S[ϕ(t), A] =

∫ T

0
dt

(m
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ϕ̇2 + eA ϕ̇− V (ϕ)

)
(6.10)

で定義した．このようにすると，確率振幅は巻き数についての積分測度の指定
の無い簡単な形

K(β, T ;α, 0) = eiδ
∫ β

α
Dϕ(t) e(i/!)S[ϕ(t),A] (6.11)

になり，位相部分の S[ϕ(t), A] は，形式的に（6.8）で与えられる電磁ポテン
シャルAと相互作用する電荷 eを持つ粒子の古典作用になっている．但し，こ
こではAが定数であるため，全微分になっている電磁相互作用項も古典的な運
動方程式には影響せず，位相パラメーター θは古典的な運動にはまったく影響
を与えないことに注意しよう．
ところが量子論的には，（6.6）に明らかなように，位相パラメーター θは異な

る巻き数を持つ経路の確率振幅の和を取る際の位相の重みを決める因子になっ
ている．これは，量子論では可能な遷移の重ね合わせが，確率そのものではな
く確率振幅のレベルで生じることから来るものであり，ここにおいて，古典論
には無い量子論特有の任意性（自由度）が許される余地が生じるのである．
この量子論特有の任意性を物理的に解釈するため，実効作用 S[ϕ(t), A]にお

ける電磁ポテンシャル A（式（6.8））が，粒子の動く円の内側を垂直に貫く磁
束があるときの電磁ポテンシャルに他ならないことに注意しよう．実際，３次
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及び
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子効果と見なすことができる．
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となるが，ここで電荷 eを用いた定数値の電磁ポテンシャル
A =

θ

2πe
! (6.8)

を導入し，これを用いて経路積分（6.7）の中の巻き数の位相因子 einθ を作用
の位相因子 e(i/!)S[ϕ(t)] の中に繰り込んで，

S[ϕ(t)] + nθ! = S[ϕ(t)] + w[ϕ]θ! = S[ϕ(t), A] + δ! (6.9)

と書こう．但し δ = θ(α−β)
2π とし，実効的な作用 S[ϕ(t), A]を

S[ϕ(t), A] =

∫ T

0
dt

(m
2
ϕ̇2 + eA ϕ̇− V (ϕ)

)
(6.10)

で定義した．このようにすると，確率振幅は巻き数についての積分測度の指定
の無い簡単な形

K(β, T ;α, 0) = eiδ
∫ β

α
Dϕ(t) e(i/!)S[ϕ(t),A] (6.11)

になり，位相部分の S[ϕ(t), A] は，形式的に（6.8）で与えられる電磁ポテン
シャルAと相互作用する電荷 eを持つ粒子の古典作用になっている．但し，こ
こではAが定数であるため，全微分になっている電磁相互作用項も古典的な運
動方程式には影響せず，位相パラメーター θは古典的な運動にはまったく影響
を与えないことに注意しよう．
ところが量子論的には，（6.6）に明らかなように，位相パラメーター θは異な

る巻き数を持つ経路の確率振幅の和を取る際の位相の重みを決める因子になっ
ている．これは，量子論では可能な遷移の重ね合わせが，確率そのものではな
く確率振幅のレベルで生じることから来るものであり，ここにおいて，古典論
には無い量子論特有の任意性（自由度）が許される余地が生じるのである．
この量子論特有の任意性を物理的に解釈するため，実効作用 S[ϕ(t), A]にお

ける電磁ポテンシャル A（式（6.8））が，粒子の動く円の内側を垂直に貫く磁
束があるときの電磁ポテンシャルに他ならないことに注意しよう．実際，３次
元の円柱座標 (r,ϕ, z) において粒子の動く円が z = 0 の平面上にあるように
取れば，内部の磁束を Φ とし，かつ円上には磁場のない電磁ポテンシャルは
A = Φ

2πreϕ という形に選ぶことができる（ここで eϕ は角度 ϕ方向の単位ベ
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とし，かつ円上には磁場のない電磁ポテンシャルはA =
Φ

2πr
eϕ

方向の単位ベクトル）．粒

Φ =

θ!

e

子の動く円の半径は r

図 6.2 量子的位相パラメーターの物理的解釈．円の内部の磁束 Φがもたらす物理効
果と実効的に等しい．

クトル）．粒子の動く円の半径は r = 1であるので，（6.8）の電磁ポテンシャル
は磁束

Φ =
θ!
e

(6.12)

の場合の電磁ポテンシャル（の角度 ϕ成分）と一致する．このようにして，量
子論的な位相パラメーター θは円の内部の磁束がもたらす物理効果と実効的に
同等だということがわかる．
6.1.3 正準量子化から見た位相パラメーター：自由粒子系
位相パラメーター θの量子力学的な意味をより具体的に知るために，確率振

幅が厳密に求まる場合，すなわち V (x) = 0の自由粒子の場合について考察しよ
う．先に述べたように，円周 S1上の経路を直線R上に引き上げて経路積分を実
行することを考える．具体的には，角度座標 ϕを実数全体（−∞ < ϕ < −∞）
にまで拡張し，任意の整数 nに対して ϕと ϕ+ 2nπ が物理的には同一の円周
上の点を表すものとする．こうすれば，粒子の運動に応じて連続的に角度が変
化し，例えば円周を時計まわりに n周して元の点に戻れば，最終的には 2nπだ
け角度が増えることになるから，巻き数の異なる遷移を区別することができる．
巻き数 nを固定した場合の確率振幅（6.3）に戻れば，これは１次元上の自由粒
子が，t = 0での位置 ϕ = αから t = T での位置 ϕ = β + 2nπ に遷移する確
率振幅に他ならないから，前に求めた結果（2.19）を用いて

Kn(β, T ;α, 0) =
( m

2πi!T

)1/2
exp

[
i

!
m

2

(β − α+ 2nπ)2

T

]
(6.13)

を得る．これを（6.6）に代入すれば，すべての巻き数を持つ経路についての和
を含む確率振幅は

6.1 円周上の粒子 69

AB効果
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b) 剰余空間 G/H 上の粒子 配位空間
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Fig. 2: Generalized version of Dirac’s approach

generalized Dirac approach can be applied to Yang-Mills theory (where again there is a

natural choice for the extended configuration space) using the conditions (1.4) with field-

dependent Ki, which yields additional topological terms in the Yang-Mills Lagrangian as

a consequence of the inequivalent quantizations [11]. We also mention that this change in

the nature of the constraints is familiar when quantizing anomalous gauge theories (see [12]

and also the discussion in [2]), which indicates a possible new response to gauge anomalies

based on the possibility of exploiting the existence of inequivalent quantizations. In this

paper, however, to establish a firm ground for those extentions, and to examine the phys-

ical implications of inequivalent quantizations as clearly as possible, we shall confine our

arena to the coset spaces Q # G/H, which is also worth investigating in its own right.

The plan of this paper is as follows. After this introduction, in Sect. 2, Mackey’s quan-

tization on G/H will be described along with some discussion of how it relates to other

direct approaches and some of the problems with its usual description. The aim of this

somewhat lengthy review part is to provide a self-contained account of Mackey’s formula-

tion, which is later used to prove the equivalence to our (generalized Dirac) approach. In

Sect. 3 we illustrate the idea of our reformulation of Mackey’s inequivalent quantization by

a simple example, where the emergence of spin is explained from particle dynamics on R3.

This will end up with a derivation of the path-integral description of spin, proposed by

Nielsen and Rohrlich [13], from Mackey’s account of quantization applied to the coset space

Ẽ(3)/SU(2) # R3. After this illustration, in Sect. 4 we present for the general coset space

6

a precise definition of our generalization of Dirac’s approach, and prove its equivalence

with Mackey’s account of quantizing on such coset spaces. In Sect. 5 we will develop the

path-integral version of our approach presented in Sect. 4, in which the effects of inequiva-

lent quantizations — the H-connection and generalized spin — become transparent. This

section can almost be read independently of what has gone before (although Sect. 4.1 is

needed for the notation), and we would suggest to the reader that if one is only interested

in the final results of our analysis and the applications, then go directly to Sect. 5 to see

how simple our methods are. Sect. 6 is devoted to a study of the physical implications

of inequivalent quantizations by examining in detail the case Sn → SO(n + 1)/SO(n) for

n = 2, 3, 4. The physical interpretation of spin will be given for S3 and S4, and, in

particular on S4, it will be shown that chiral spin degrees of freedom couple to a BPST

instanton (and anti-instanton), which is the H-connection in this case. Finally, in Sect. 7,

we shall conclude this analysis with some speculations on the possible ramifications of the

ideas presented in this paper. There are also four appendices containing some technical

results used in the main text, the most important of which is AppendixA which, among

other things, gives our notational conventions for dealing with the many spaces needed in

this account of quantization.

7
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dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
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5. Path-integral description for quantizing on G/H

In the previous section we have presented a generalization of Dirac’s approach to con-

strained quantization, in order to deal with inequivalent quantizations on a coset space

G/H. In this section we develop the corresponding language in the path-integral which

renders the treatise more transparent and admits a more intuitive understanding of the

inequivalent quantizations. In particular, we shall see that in the path-integral the ap-

pearance of the generalized spin discussed in Sect. 4 is realized immediately, and that the

emergence of the H-connection is also trivial to observe. Furthermore, the consistency of

the path-integral under the SK -transformations requires the parameters in K to be pre-

cisely those labelling the irreducible representations ω of H. The equations of motion on

G/H turn out to be of the type of the Wong equations [27], describing a particle minimally

coupled to the H-connection and the generalized spin.

5.1. Lagrangian realization in the path-integral

We have seen, in Sect. 4, that the inequivalent quantizations on the coset space G/H

can be derived from a generalized form of Dirac’s constrained quantization applied to the

classical system defined on G, subject to the (classical) first class constraints Ri = 0. This

account has been an operator one. To develop the corresponding path-integral version we

will simply extract from that analysis the fact that in the quantum theory these classical

constraints become the effective, anomalous constraints

εi = TrTi(R →K) = Ri →Ki = 0 , (5.1)

where Ti ∈ h (for our notational conventions, see Appendix A), and then use the familiar

prescriptions for implementing these within a path-integral [22]. At this stage the Ki are

only assumed to be arbitrary constants.

Due to the existence of a first class subset of these constraints (5.1) given by

εs = TrTs(R →K) = 0 , (5.2)

for Ts ∈ sK = Ker(adK)∩h, the resulting theory acquires a gauge symmetry under the SK -

transformations associated with the algebra sK . Accordingly, we introduce gauge fixing

34

conditions ωs = 0 so that the total set of constraints εk := (φi, ωs) is second class. With

this second class set of constraints the phase space path-integral reads

Z =

∫
DgDR δ(εk) det

1
2 |{εk,εk′}| exp

(
i

∫
θ → i

∫ T

0
dtHG

)
, (5.3)

where θ is the canonical 1-form in (4.1),

∫
θ = →

∫ T

0
dtRm(g−1ġ)m , (5.4)

and HG is the Hamiltonian (4.6). The path-integral measure in (5.3) is formally defined

from the volume (Liouville) form of the phase space ωN (N = dimG) by taking its product

over t,

DgDR =
∏

t

ωN (t) , where ωN =
N∏

m=1

(g−1dg)m dRm . (5.5)

On account of the fact that the operators in (4.34) form the maximal first class subalgebra

of (4.29), the operator version of (5.1), it is clear that the constrained path-integral (5.3)

leads to the quantum theory equivalent to that obtained by the operator description of

Sect. 4.

Since the constraints (5.1) are (at most) linear in the momentum variables Ri, we

may trivially implement them by integrating over all the momentum variables Rm. For

this, we first note that the determinant factor in (5.3) is proportional to det|{φs , ωs′}| on
the constrained surface. Thus, if we choose the gauge fixing conditions ωs = 0 so that the

determinant be independent of Rm, we can at once carry out the integrations on Rm to

obtain

Z =

∫
Dg δ(ωs) det|{φs, ωs′}| exp

(
i

∫ T

0
dt Ltot

)
, (5.6)

where

Ltot =
1

2
Tr(g−1ġ|r)2 → TrK(g−1ġ|h) . (5.7)

Note that since the first term in the Lagrangian (5.7) is invariant under g → g h̃ for h̃ ∈ H

(which follows from the identity h−1X h|r = h−1X |r h valid for any X ∈ g as a consequence

of the reductive decomposition), it is actually identical to the Lagrangian (4.13) for G/H.

On the other hand, it will be shown that the second term in the Lagrangian (5.7) represents

the effects of non-trivial quantizations, containing the H-connection and the generalized

spin. In passing we point out that the path-integral (5.6) is not quite a configuration
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Diracの拘束条件つき量子化 対称性の拘束条件

ゲージ固定条件
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{Ri , Rj} = fk
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部分群 H の生成子

量子化の実行

Q G G/H H(G) H(G/H) S1 → RI /ZZ

A(a) A(a→) B(b) B(b→) Q = S1 θ ∈ [0, 2π)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

$a a $b b

M = T !Q = T !(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m
R3 S3 R4 → S4

dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
(ih̄Ĥ) + Ĥ = 0

Hの表現を定める任意定数
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G/H 上の自由粒子

外部ゲージ場との相互作用（AB効果）

経路積分量子化の結果
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Let us start by decomposing g as

g = ω h , with ω → G , h → H , (5.14)

where ω = ω(q) is a section G/H "→ G, and {qα} is a set of local coordinates on G/H. Then

the Lagrangian (5.7) becomes the sum of three terms:

Ltot = LG/H + LOK
+ Lint

=
1

2
gαβ(q) q̇

αq̇β − TrK(h−1ḣ)− Tr
(
hKh−1Aα(q)

)
q̇α .

(5.15)

Besides the first term in (5.15), which is the Lagrangian LG/H (4.13) for a free particle

moving on G/H, we now recognize two terms which represent the effects of non-trivial

quantizations and are both proportional to K. The effects are two-fold: first, there appears

extra degrees of freedom h → H which, as we shall see in the next section, correspond to the

generalized spin. Their dynamics is governed by LOK
, which is the first order Lagrangian

for the coadjoint orbit OK = H/SK of the group H passing through K. (Note that the

Lagrangian LOK
is invariant under the SK -transformations and hence the phase space for

the generalized spin is given by H/SK .) The second effect appears in the last term Lint,

where one finds the H-connection

A := ω−1dω|h = Aαdq
α , (5.16)

coupled minimally to the particle and the generalized spin. Note that if H is abelian then

the coadjoint orbits OK are just points and therefore there appears no generalized spin.

If, on the other hand, H = G then there emerges no H-connection; only the generalized

spin could exist. The spin example discussed in Sect. 3 falls into the latter case (where

G/H = SU(2)/SU(2)), while the example of the quantization on S2 to be discussed in the

next section is in the former case (where G/H = SO(3)/SO(2)).

The effects of the inequivalent quantizations in the dynamics can be seen in the equa-

tions of motion. In terms of the (SK -gauge invariant) variables

S := −hKh−1 , (5.17)

the equations of motion for h derived from the Lagrangian (5.15) are the covariant con-

stancy equations,

DtS :=
dS

dt
+ [Aα(q), S] q̇

α = 0 . (5.18)
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H スピン自由度

H-接続と呼ばれるゲージ場

D. McMullan - I.T. , 
Phys. Lett. B (1994)

非自明な配位空間上の量子化 物理的（スピン）自由度と外場の誘起！

S4 → Spin(4)/Spin(3)

Q G G/H H(G) H(G/H) S1 → RI /ZZ

A(a) A(a→) B(b) B(b→) Q = S1 θ ∈ [0, 2π)

A1(a) = A(a,λ1), A2(a) = A(a,λ2), A3(a) = A(a,λ3), . . .

B1(b) = B(b,λ1), B2(a) = B(b,λ2), B3(a) = B(b,λ3), . . .

$a a $b b

M = T !Q = T !(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m
R3 S3 R4 → S4

例： H-接続はBPST インスタントン

（註）非可換ゲージ理論での非同値量子化（　　　　の場合に類似）

n(U) =
1

24π2

∫
dx εijktr (U−1∂iU U−1∂jU U−1∂kU) (48)

P := − 1

16π2

∫
dx tr

(
F̃µνF

µν
)
= ∂µCµ (49)

∫
d4xP =

∫
dt

∫
dx ∂0C0 +

∫
dt

∫
dx∇ · C (50)

=

∫
dt

d

dt

∫
dx C0 = n(U) (51)

θ

∫
d4xP (52)

K(U−1∂µU,∞; 0,−∞) =

∫
DeffA

a
µ e

(i/h̄)Seff [A] (53)

Seff [A] =

∫
d4xLeff [A] (54)

Leff [A] = L+ h̄θP =
1

2g2
tr (FµνF

µν)− h̄θ

32π2
εµναβtr (FµνFαβ) (55)

4
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AB効果：Strong CP問題
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3．物理量演算子の不定性 self-adjoint extension

例１：半直線上の自由粒子

0 x
�

-v

v

図 1 半直線上の自由粒子の古典的描像．壁の右
側から速さ v で来た粒子は，壁に当たって
右に同じ速さで反射される．粒子の速さ v

は任意に選べる．

可能であることの背景にある事情であった．また，
衝突時刻を t = 0に限定すると，衝突時の速さを
指定してしまえば粒子の運動はひとつに決まって
しまうから，衝突時刻を共有するすべての古典解
は，スケール変換で互いに関係していると言える．
さて量子力学ではこの事情はどのようになるの
であろうか．量子力学の原理によれば，粒子の状
態を記述するのは波動関数 ψであり，二つの量子
状態を重ね合わせれば，個々の状態が同時に起き
ている状態を表すことができる．また，ψと全体
の位相だけが異なる波動関数 eiδψ とは，同じ量
子状態を表す．量子状態の時間発展は，シュレー
ディンガー方程式

ih̄
∂

∂t
ψ(x, t) = H ψ(x, t) (3)

によって決定される．ここで h̄ = プランク常数/2π

であり，H はハミルトニアンと呼ばれる演算子で
ある．いま粒子の質量をmとすれば，自由粒子系
（ポテンシャル V (x) = 0）の場合のH は，

H = − h̄2

2m

∂2

∂x2
(4)

で与えられる．一定のエネルギーEを持つ定常状
態は ψ(x, t) = ψ(x) e−iEt/h̄ という形の波動関数
で記述されるから，これを (3)に代入すれば ψ(x)
の部分は固有値方程式

H ψ(x) = E ψ(x) (5)

の解となっていることがわかる．

一定の運動量を持つ自由粒子の状態は，波数 k

の平面波の波動関数 eikxで表され，その状態の運
動量は h̄k，エネルギーは Ek = (h̄k)2

2m である．し
たがって，k > 0とし，波数 −kと kの二つの平
面波状態の重ね合わせ状態

ψk(x) = e−ikx + eiδ eikx. (6)

を作れば，第１項が左に進行する入射波に，第２項
が右に進行する反射波に対応するものとなり，前
に述べた古典粒子の反射の状況を量子的に表した
ものとなる．ここで第２項の位相因子 eiδ は反射
に付随する位相のずれで，重ね合わせの際の不定
性から生ずるものである．上述のように量子力学
では波動関数の全体にかかる位相は重要ではない
が，相対位相には物理的に意味があり，これを考
慮することが必要なのである．
位相因子 eiδは，一般の波動関数 ψ(x)が満たす

べき壁での境界条件から求めることができる．最
も一般的な境界条件のタイプは，量子力学におけ
る基本的要請である確率保存（ユニタリティー）
条件，すなわち粒子がどんなに大きな運動量で右
から入射しても，壁の左側には侵入できないとい
う物理的条件から決めることができる，これを見
るため，まず時刻 tで，壁の右側の半直線上に確
率１で粒子が存在する状況を，粒子の存在確率密
度 |ψ(x, t)|2 を用いて

Z ∞

0
dx |ψ(x, t)|2 = 1 (7)

と表そう．これが tによらず常に成り立つとすれ
ば，この両辺を時間で微分し，シュレーディンガー
方程式 (3)を用いて

Z ∞

0
dx [(Hψ)∗ψ − ψ∗Hψ] = 0 (8)

を得る．これはハミルトニアン演算子H が自己共
役（self-adjoint）であることを意味する．ここで
H の具体的な形 (4) を用いて左辺を部分積分し，
波動関数が遠方でゼロになること ψ(∞) = 0に注
意すれば，

∑
dψ∗

dx
ψ − ψ∗ dψ

dx

∏

x=0

= 0 (9)

2

壁

M = T !Q = T !(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m

古典系を特徴づける長さパラメーターが無い
粒子は任意の速度を持つことができる：

スケール対称性

・古典論

・量子論
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H の具体的な形 (4) を用いて左辺を部分積分し，
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一定の運動量を持つ自由粒子の状態は，波数 k

の平面波の波動関数 eikxで表され，その状態の運
動量は h̄k，エネルギーは Ek = (h̄k)2
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位相因子 eiδは，一般の波動関数 ψ(x)が満たす

べき壁での境界条件から求めることができる．最
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る基本的要請である確率保存（ユニタリティー）
条件，すなわち粒子がどんなに大きな運動量で右
から入射しても，壁の左側には侵入できないとい
う物理的条件から決めることができる，これを見
るため，まず時刻 tで，壁の右側の半直線上に確
率１で粒子が存在する状況を，粒子の存在確率密
度 |ψ(x, t)|2 を用いて

Z ∞

0
dx |ψ(x, t)|2 = 1 (7)

と表そう．これが tによらず常に成り立つとすれ
ば，この両辺を時間で微分し，シュレーディンガー
方程式 (3)を用いて

Z ∞

0
dx [(Hψ)∗ψ − ψ∗Hψ] = 0 (8)

を得る．これはハミルトニアン演算子H が自己共
役（self-adjoint）であることを意味する．ここで
H の具体的な形 (4) を用いて左辺を部分積分し，
波動関数が遠方でゼロになること ψ(∞) = 0に注
意すれば，

∑
dψ∗

dx
ψ − ψ∗ dψ

dx

∏
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= 0 (9)

2

入射波 反射波

位相のずれ

位相のずれは壁での反射に依存

境界条件

が得られる．これが粒子が壁を透過しないことを
表す量子的条件式であるが，これは

ψ(0) + L
dψ

dx
(0) = 0 (10)

という形の境界条件式と等価であることがわかる．
ここで実数Lは長さの次元を持つ（無限大L = ∞
を含む）もので，量子力学の原理のみからは特定す
ることができない不定パラメーターである．L = 0
のときには式 (10)は ψ(0) = 0となり，波動関数
は壁でゼロになる（ディリクレ条件）．逆にL = ∞
のときには dψ

dx (0) = 0となって，波動関数の微分
が壁でゼロということになる（ノイマン条件）．
波動関数 (6)が境界条件 (10)を満足するために
は，位相 δ は

eiδ =
ikL − 1
ikL + 1

(11)

という関係を満たさなければならない．このため，
与えられた Lのもとでは，位相 δは波数 kに依存
して決まることになる．これは，粒子と壁との散乱
状態を表す波動関数 (6)において，単に波数 kを
異なる k�に置き換えただけでは，別の散乱状態を
表す波動関数とはならないことを示している．相
対位相 δを条件 (11)にしたがって同時に変更して
やらなければならないからである．古典力学では
スケール対称性のおかげで，スケール変換 (2)と
いう簡単な操作によって異なる速さの古典解を作
ることができた．量子力学ではこの事情が一般に
は成立しない．量子系を規定する境界条件に，長
さのパラメーター Lが現れ，固有のスケールを持
つからである．
このように系に固有の量子的スケールが生じる
ことは，どのような物理的意味を持つのだろうか．
上に述べた入射粒子と反射粒子の状態は，いずれ
も空間上に一様に広がった平面波状態なので，粒子
の運動に関して物理的イメージを描きにくい．そ
こで粒子が一定の範囲に局在した波束状態を作っ
て考えてみよう．不確定性関係によって一定の運
動量を持つ状態は無限の広がりを持たざるを得な
いが，ある平均運動量のまわりに幅を持たせた波
の重ね合わせを考えれば，空間的に局在した状態
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図 2 半直線上の自由粒子の量子的描像．壁の右
側からピークの速さ v で来た波束は，壁に
当たって右に同じピークの速さで反射され
る．波束の速さ v は任意に選べるが，その
値に応じて一般に反射時間差∆tが生じ，波
束の位置が v∆tだけずれる．

を作ることができる．いまその平均運動量を k0と
し，これを中心とする運動量分布を与える関数を
f(k)としよう．k0 は粒子の速度 v と関係づけて
h̄k0 = mv としておくと，古典的描像との関連が
つけやすい．重み関数 f(k)の具体的な形は重要で
はないが，k = k0 で極大となるものであるから，
df
dk |k=k0 = 0を満たす．波束状態を作るため，重
ね合わせ状態 (6)に f(k)および系の時間発展を表
す位相因子 e−iEkt/h̄ を掛けて

ψ(x, t) =
Z ∞

0
dk f(k) ψk(x) e−iEkt/h̄(12)

という形で積分しよう．
このようにして作った状態が，実際に古典粒子
の運動に対応するものであることを確かめたい．
重ね合わせ状態 ψk(x)は入射波と反射波から成る
から，これを別個に考えて，まず入射波 e−ikx の
部分に関して上記の積分 (12)の中の位相のピーク
を探す．ピークの位置 xin

max は全体の位相の停留
条件

d

dk

∑
ln f(k) − ikx − i

h̄
Ekt

∏

k=k0

= 0 (13)

で決まるから，これより

xin
max(t) = − h̄k0

m
t = −vt (14)

となり，確かに反射前の古典粒子の運動を再現し
ている．同様の停留条件を，位相 δの k依存性を
考慮しつつ入射波 eiδeikx の部分に関して行うと，
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は成立しない．量子系を規定する境界条件に，長
さのパラメーター Lが現れ，固有のスケールを持
つからである．
このように系に固有の量子的スケールが生じる
ことは，どのような物理的意味を持つのだろうか．
上に述べた入射粒子と反射粒子の状態は，いずれ
も空間上に一様に広がった平面波状態なので，粒子
の運動に関して物理的イメージを描きにくい．そ
こで粒子が一定の範囲に局在した波束状態を作っ
て考えてみよう．不確定性関係によって一定の運
動量を持つ状態は無限の広がりを持たざるを得な
いが，ある平均運動量のまわりに幅を持たせた波
の重ね合わせを考えれば，空間的に局在した状態
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る．波束の速さ v は任意に選べるが，その
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を作ることができる．いまその平均運動量を k0と
し，これを中心とする運動量分布を与える関数を
f(k)としよう．k0 は粒子の速度 v と関係づけて
h̄k0 = mv としておくと，古典的描像との関連が
つけやすい．重み関数 f(k)の具体的な形は重要で
はないが，k = k0 で極大となるものであるから，
df
dk |k=k0 = 0を満たす．波束状態を作るため，重
ね合わせ状態 (6)に f(k)および系の時間発展を表
す位相因子 e−iEkt/h̄ を掛けて

ψ(x, t) =
Z ∞

0
dk f(k) ψk(x) e−iEkt/h̄(12)

という形で積分しよう．
このようにして作った状態が，実際に古典粒子
の運動に対応するものであることを確かめたい．
重ね合わせ状態 ψk(x)は入射波と反射波から成る
から，これを別個に考えて，まず入射波 e−ikx の
部分に関して上記の積分 (12)の中の位相のピーク
を探す．ピークの位置 xin
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で決まるから，これより
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となり，確かに反射前の古典粒子の運動を再現し
ている．同様の停留条件を，位相 δの k依存性を
考慮しつつ入射波 eiδeikx の部分に関して行うと，
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表す波動関数とはならないことを示している．相
対位相 δを条件 (11)にしたがって同時に変更して
やらなければならないからである．古典力学では
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ることができた．量子力学ではこの事情が一般に
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つからである．
このように系に固有の量子的スケールが生じる

ことは，どのような物理的意味を持つのだろうか．
上に述べた入射粒子と反射粒子の状態は，いずれ
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こで粒子が一定の範囲に局在した波束状態を作っ
て考えてみよう．不確定性関係によって一定の運
動量を持つ状態は無限の広がりを持たざるを得な
いが，ある平均運動量のまわりに幅を持たせた波
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の運動に対応するものであることを確かめたい．
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このようにして作った状態が，実際に古典粒子
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という形の境界条件式と等価であることがわかる．
ここで実数Lは長さの次元を持つ（無限大L = ∞
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dx (0) = 0となって，波動関数の微分
が壁でゼロということになる（ノイマン条件）．
波動関数 (6)が境界条件 (10)を満足するために
は，位相 δ は

eiδ =
ikL − 1
ikL + 1

(11)

という関係を満たさなければならない．このため，
与えられた Lのもとでは，位相 δは波数 kに依存
して決まることになる．これは，粒子と壁との散乱
状態を表す波動関数 (6)において，単に波数 kを
異なる k�に置き換えただけでは，別の散乱状態を
表す波動関数とはならないことを示している．相
対位相 δを条件 (11)にしたがって同時に変更して
やらなければならないからである．古典力学では
スケール対称性のおかげで，スケール変換 (2)と
いう簡単な操作によって異なる速さの古典解を作
ることができた．量子力学ではこの事情が一般に
は成立しない．量子系を規定する境界条件に，長
さのパラメーター Lが現れ，固有のスケールを持
つからである．
このように系に固有の量子的スケールが生じる
ことは，どのような物理的意味を持つのだろうか．
上に述べた入射粒子と反射粒子の状態は，いずれ
も空間上に一様に広がった平面波状態なので，粒子
の運動に関して物理的イメージを描きにくい．そ
こで粒子が一定の範囲に局在した波束状態を作っ
て考えてみよう．不確定性関係によって一定の運
動量を持つ状態は無限の広がりを持たざるを得な
いが，ある平均運動量のまわりに幅を持たせた波
の重ね合わせを考えれば，空間的に局在した状態
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図 2 半直線上の自由粒子の量子的描像．壁の右
側からピークの速さ v で来た波束は，壁に
当たって右に同じピークの速さで反射され
る．波束の速さ v は任意に選べるが，その
値に応じて一般に反射時間差∆tが生じ，波
束の位置が v∆tだけずれる．

を作ることができる．いまその平均運動量を k0と
し，これを中心とする運動量分布を与える関数を
f(k)としよう．k0 は粒子の速度 v と関係づけて
h̄k0 = mv としておくと，古典的描像との関連が
つけやすい．重み関数 f(k)の具体的な形は重要で
はないが，k = k0 で極大となるものであるから，
df
dk |k=k0 = 0を満たす．波束状態を作るため，重
ね合わせ状態 (6)に f(k)および系の時間発展を表
す位相因子 e−iEkt/h̄ を掛けて

ψ(x, t) =
Z ∞

0
dk f(k) ψk(x) e−iEkt/h̄(12)

という形で積分しよう．
このようにして作った状態が，実際に古典粒子
の運動に対応するものであることを確かめたい．
重ね合わせ状態 ψk(x)は入射波と反射波から成る
から，これを別個に考えて，まず入射波 e−ikx の
部分に関して上記の積分 (12)の中の位相のピーク
を探す．ピークの位置 xin

max は全体の位相の停留
条件

d

dk

∑
ln f(k) − ikx − i

h̄
Ekt

∏

k=k0

= 0 (13)

で決まるから，これより

xin
max(t) = − h̄k0

m
t = −vt (14)

となり，確かに反射前の古典粒子の運動を再現し
ている．同様の停留条件を，位相 δの k依存性を
考慮しつつ入射波 eiδeikx の部分に関して行うと，
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物理的効果 反射時間のずれ
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図 3 量子的束縛状態．存在確率密度 |ψ(x)|2 か
ら，粒子が壁の近傍に局在していることが
わかる．束縛状態は L > 0の場合に存在し，
スケールパラメーター Lが粒子が局在長の
目安を与える．

反射後のピークの位置

xout
max(t) = vt +

2L

1 + (k0L)2
(15)

が得られる．第１項は反射後の古典粒子の運動に
対応しているが，第２項は反射に際して量子的な
時間のずれ

∆t =
2mL

h̄k0[1 + (k0L)2]
(16)

が生じることを示している（図２）．反射の時間
のずれ∆tは，Lの値によって正にも負にもなる．
古典粒子の反射と同じタイミング ∆t = 0となる
のは，L = 0と L = ∞の場合のみである．
量子的な固有スケール Lは，自由に伝播する正

エネルギーの粒子状態だけでなく，束縛状態を表
す負エネルギーの粒子状態にも顔を出す．実際，も
し L > 0ならば Aを定数として

ψ(x) = Ae−x/L (17)

は固有値方程式 (5) の解であり，かつ境界条件
(10) をも満足する．この波動関数は束縛エネル
ギー E = − h̄2

2mL2 で壁の近傍に局在する状態に
対応し，その局在長をスケールパラメーター Lが
与えている（図３）．先に述べた反射時間のずれ
∆tと，束縛状態の局在長とは常に一定の関係で結
ばれていることは興味深い．いずれも一つのパラ
メーター Lによって決まる量だからである．
以上をまとめると，半直線上の自由粒子系では，

一般に古典的に存在したはずのスケール対称性が
量子的には存在せず，量子効果として粒子の反射
におけるタイミングのずれや，束縛状態が現れる
ことがわかる．例外的に L = 0および L = ∞の
場合は量子的スケールが現れず，これらの量子効
果は生じない．したがって，もしスケール対称性
をどうしても残したいならば，例外的な場合のど
ちらかを境界条件 (10)に採用すればよいことにな
る．ただし，反射時間のずれ ∆tと束縛状態の局
在長とは Lによって決まるから，もし物理的な要
請からこれらの量がゼロでない場合を取り扱いた
い場合には，スケール対称性の破れを受け入れざ
るを得なくなる．その場合には，スケール対称性
に「量子異常」が生じることになるのである2)．

3. 量子井戸とパリティー対称性の破れ

前章では，壁の量子的記述に現れるスケールパ
ラメーター Lが，一般にスケール対称性の破れの
背景にあることを見た．L = 0および L = ∞の
場合は例外的に対称性が保たれるから，これらは
スケール対称性の上からは特別な位置を占めてい
るということができるだろう．しかしこれらの条
件の特殊性は普遍的なものではなく，異なる対称
性に対しては必ずしも成立しない．その簡単な例
を挙げよう．
無限に高い壁を二つ用意して距離 2lだけ離して

立て，粒子を閉じ込めた井戸を作る．粒子は両側
の壁で反射しつつ井戸内を一定の速さで左右に往
来するのが，古典的描像である．いま井戸の中心
を x = 0とすると，系は左右に対称であるから，
もし x(t)を粒子の運動を表すひとつの古典解だと
すれば，左右を逆にした解−x(t)も，粒子の可能
な運動を表す．古典的な世界では，この系は左右
反転

x → −x (18)

のもとでの対称性，すなわちパリティー対称性を
持つからである．
さて量子論的にはこの事情がどうなるのか検討

4
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反射波

入射波
スケール対称性の破
れ（量子異常）によ
る反射時間のずれ

Γ

Figure 2. The parameter space {(θ+, θ−, µ, ν)} is a product of the spectral torus
T 2 specified by the angles (θ+, θ−) and the isospectral sphere S2 specified by the

angles (µ, ν) with radius ρ = (θ+ − θ−)/2 (cf. Corollary 1) which collapses to a
point for the self-dual case θ+ = θ−. A cyclic path C on the sphere yields a phase

anholonomy (the Berry phase) proportional to the area enclosed by C due to the

degeneracy present at the center of the sphere. A cyclic path v on the torus, on the
other hand, yields a level anholonomy (level shifts) if v is homotopically nontrivial.

A generic cycle is a combination of the two, and hence yields an anholonomy in both
phase and level. The parametrization shown here provides a double covering of the

entire family z " U(2), where the two antipodal points on the spheres equidistant
from the self-dual line θ+ = θ− are identified. This identification determines the

spectral space , to be given by T 2/ZZ2 which is a Möbius strip with boundary.
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例２：直線上の自由粒子と特異点

a framework to describe the above mentioned features in a coherent manner. As part of
the physical interpretation given as Theorem 3, we find a one-parameter gauge equivalence
within 2 and conclude that physically distinct point interactions form a three-parameter
quotient space of 2.

2. Spectral structure

Let us first recall the description of the U(2) family of self-adjoint operators H [14]
(see also [1]). The domain of such a self-adjoint operator H is a subspace of H specified
by a boundary condition at the missing point x = 0 on the line. Let N be a state in the
domain, and consider the two-component boundary vectors

1 :=
(

N(0+)
N(0−)

)

, 1′ :=
(

N′(0+)
−N′(0−)

)

, (2)

where 0+ and 0− denote the limits at x = 0 from the right and the left, respectively.1 In
terms of a matrix U ∈ U(2) the boundary condition is then given as

(U − I)1 + iL0(U + I)1′ = 0 , (3)

with some constant L0 #= 0 of length dimension, where I denotes the unit matrix in
U(2). We note that the self-adjointness of H is equivalent to the requirement of (global)
probability conservation, and that the constant L0 adds no extra freedom to that given by
U [7]. To indicate the U(2) -dependence of the operator H, we use the notation HU .

We now begin our discussion of the spectral structure of the family 2 of the operators
HU by providing the following

Definition 1. A unitary transformation X : H → H is called a generalized symmetry of
the family 2 if, for any U ∈ U(2),

X−1HUX = HUX , (4)

for some UX ∈ U(2).

We note that condition (4) embodies two requirements: first, the domain of HU is mapped
into the domain of HUX , and secondly, X−1HUX acts on this new domain as the diwerential
operator (1). Note also that the two operators HU and HUX share the same spectrum.

1 ϕ and its derivative, ϕ′, are required to be absolutely continuous on IR \ {0} (see [1]).
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the physical interpretation given as Theorem 3, we find a one-parameter gauge equivalence
within 2 and conclude that physically distinct point interactions form a three-parameter
quotient space of 2.
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)
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)
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X−1HUX = HUX , (4)

for some UX ∈ U(2).

We note that condition (4) embodies two requirements: first, the domain of HU is mapped
into the domain of HUX , and secondly, X−1HUX acts on this new domain as the diwerential
operator (1). Note also that the two operators HU and HUX share the same spectrum.

1 ϕ and its derivative, ϕ′, are required to be absolutely continuous on IR \ {0} (see [1]).

3

Proposition 4. To a parity operator P given in (7) there is a subfamily of point interac-
tions which are left invariant under P. For any P the subfamily 2P is homeomorphic to
a torus T 2.

Proof. The subfamily 2P is given by

2P := {U ∈ U(2) | N U N = U } , (27)

where N is determined from P by (8). The matrices U belonging to 2P are then found to
be of the form,

U = eiξ eiρσ , µ ∈ [0, ν) , ϑ ∈ [0, 2ν) , (28)

which is homeomorphic to a torus T 2 for any P. Q.E.D.2

For instance, if we choose P = P1, the subfamily 2P1 is just the set of parity invariant
(left-right symmetric) point interactions in the usual sense of the word. If, on the other
hand, we choose P = P3, then the resultant subfamily 2P3 becomes the so-called separated
subfamily where no probability flow through the gap x = 0 is allowed. One may also choose
for P the one P(V ) that corresponds to a specific U . The invariant subfamily 2P(V ) then
contains U by construction, and becomes a subfamily pertinent to the point interaction
characterized by U . One then finds from Propositions 3 and 4 that 2P(V ) " T 2 except
when U ∈ 2SD for which 2P(V ) coincides with the entire family 2 " U(2).

The self-dual subfamily 2SD has also the following distinguished characteristics:

Proposition 5. For any point interaction belonging to 2SD (i.e., U ∈ 2SD), all eigenval-
ues of HU (including the generalized ones) are doubly degenerate.

Proof. For any U ∈ 2SD, we have from Proposition 2’ that [ HU ,Pj ] = 0 for j = 1,
2, 3. This implies that, on any eigenspace of HU , a representation of su(2) formed by
{Pj}j=1,2,3 is given. Since an eigenfunction of, say, P1 cannot be an eigenfunction of
P2, the eigenspaces of HU must be doubly degenerate. This argument is valid for the
generalized eigenvalues (scattering state energies) and the corresponding eigenspaces as
well. Q.E.D.

The double degeneracy implies that the system with point interaction belonging to 2SD

may be regarded as supersymmetric. As shown in [7], this is in fact the case for U = −I,

2 To derive the above results one may consider, instead of the parities P in (7), more general transfor-
mations FW given by (FWψ)(x) := W110(x)ψ(x)+W120(x)ψ(−x)+W210(−x)ψ(−x)+W220(−x)ψ(x)
with the matrix W of the coe(cients Wij belonging to U(2). These generalized symmetries FW re-

alize the arbitrary boundary conjugations UX = WUW−1 and obey several useful properties, such as
FW1W2 = FW1FW2 and Fλ1W1+λ2W2 = λ1FW1 + λ2FW2 for λ1,λ2 ∈ CI .
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演算子とは
i) 四則算や微分等の演算の規定

状態（波動関数）に対する境界条件等で設定

ii) 定義域（演算の対象とする状態空間）の規定

M = T !Q = T !(G/H) M = S2

M = R2n = (q1, q2, . . . , qn, p1, p2, . . . , pn)

{qi, qj}PB = 0, {pi, pj}PB = 0, {qi, pj}PB = δij

H = L2(Rn) H =
p2

2m

dĤ

dt
= 0,

dD̂

dt
=

i

h̄
(ih̄Ĥ) + Ĥ = 0

しては外部の古典的世界への接合部分が必要となる．これを行った際に生じる
状態の実効的変化が，上の補助的規則で表されているとするのが，この射影仮
設の意味である．但し，上の射影仮設の変化は状態を「強く」測定した理想測
定と呼ばれる場合の変化であり，より一般的な測定の（POVM測定と呼ばれ
る）場合は異なる状態変化が許される．それがこの規則を補助的な仮設とする
もう一つの理由である．
猶，系が部分系から成り立っている場合には，各々の部分系の量子力学的記

述をもとにして，全系の量子力学的記述を合成して構成することが可能になる．
今，簡単のため系が２つの独立な部分系 S1，S2の合成系であるとするとき，そ
の状態空間と物理量の構成は以下の仮設に従うものとする：
合成系の構成法! "
系が独立な部分系 S1，S2の合成系であるとき，各々の状態空間をH1，H2

とすれば，これらの合成系の状態空間 Hはそれぞれの状態空間のテンソ
ル積

H = H1 ⊗H2 (3.4)

で与えられる．また，部分系 S1，S2 の物理量 Â1，Â2 に対する全系での
物理量の表現は，それぞれ Â1 ⊗ Î2，Î1 ⊗ Â2 で与えられる．ここで Îi，
i = 1, 2は各部分系での恒等演算子である．# $
この構成法により，部分系の状態と全系との状態との関係をもとにして，量

子もつれ（quantum entanglement）という性質を議論することができる．本
書では取り扱わないが，量子もつれは部分系の間の非局所的な量子相関を実現
する上で重要であり，量子情報科学の基本的概念となっている．但し，上の規
則はあくまでも部分系が独立な系である場合を想定したものであり，例えば全
系が２個の同種粒子から成る合成系の場合には，同種粒子性のために粒子の入
れ替えに対して，粒子の種類により全系の状態は対称または反対称状態となり，
合成系の状態空間は部分系の単なる直積空間となならない．上の合成系の構成
法を仮設としているのは，これが理由である．
3.1.2 確率としての解釈
ここで上の規則に用いられた数学的な内容とその背景にある物理的な意味に

ついて，少し補足しておくことにしよう．まず，物理量を表す演算子 Âが与え
られたとき，固有値方程式

Â|φn〉 = an|φn〉 (3.5)

を満たす |φn〉を固有状態と呼び，このとき an をその固有値と言う．（ここでは
3.1 量子力学の基本的枠組 31
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ψ(−l) = ψ(l) = 0 (2)

p̂ =
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i

d

dx
(3)

∫ l

−l
dx {(p̂ϕ(x))∗ψ(x)− ϕ∗(x)(p̂ψ(x))} = [ϕ∗(x)ψ(x)]l−l = 0 (4)

H → H ′ = H U = U(g) g ∈ G (5)

U = U(g(θ)) = eiθ
aQa U(1)V U(1)A U(1)L U(1)R (6)

(γ5)2 = 1
1

2
(1± γ5) γ5ψL = −ψL　 γ5ψR = +ψR (7)
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∫
dx
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∂L
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∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(8)
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=

∫
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Q :=

∫

X
dx J0(x, t)　 L0 → L0 (15)
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境界条件の任意性 古典論での対称性の破れ

量子「異常」 量子論的対称性の破れ

（自己共役拡大の任意性）

quantum mechanical symmetry breaking

（Aの）自己共役拡大による定義の不定性
様々な境界条件が許される
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aQa U(1)V U(1)A U(1)L U(1)R (6)

(γ5)2 = 1
1

2
(1± γ5) γ5ψL = −ψL　 γ5ψR = +ψR (7)

0 = δS =

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ+
∂L

∂(∂µφ)
δ(∂µφ)

}
(8)

dQ5

dt
$= 0 (9)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

δφ− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)}
(10)

δL =

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
δφ

)
(11)

∂µ

{
∂L

∂(∂µφ)
δφ−Kµ

}
= 0 (12)

=

∫
dx

{
∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)}
δφ (13)

∂L
∂φ

− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0 ∂µJ

µ = 0 (14)

Q :=

∫

X
dx J0(x, t)　 L0 → L0 (15)

1



II．量子相関と物理量

１．量子もつれの豊かさ：相関

古典確率による戦略 量子状態（確率振幅）による戦略

Bob 黙秘

(3, 3)

(5, 0)

(0, 5)

(1, 1)

４．囚人のディレンマ （Prisoner’s Dilemma）

Alice 自白

自白

１つのNash平衡点

黙秘

Nash平衡点と最適解が異なる　 ディレンマ

最大５年の刑期：司法取引で減刑
減刑年数が利得

例：囚人のディレンマ

囚人のディレンマ（量子版）の
端点 Nash 平衡点と利得

量子戦略では、相手の戦略との相関により、
古典的ディレンマの解消可能性
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puzzling effectiveness of quantum strategies in situ-
ations where their classical counterparts fail to give
satisfactory results.

In this Letter, we attempt to answer this call with
a full Hilbert space formulation of the game theory.
It is shown that assigning vectors in a Hilbert space
to game strategies entails the introduction of an el-
ement that provides correlation for the strategies of
the individual players. For two strategy games, the
correlation is generated by operators that implement
swapping and simultaneous renaming of the player’s
strategies. The quantum game is then split into two
parts, one consisting of a family of classical games
and the other representing the genuine quantum ingre-
dient of the game. The game, as a whole, is solvable.
We illustrate our formalism with numerical examples
on Prisoner’s Dilemma and discuss the classical and
quantum contents appearing in the Nash equilibria. We
also point out the existence of such curious phenom-
ena as the stone–scissor–paper game found for phase
variables of the strategy, and the quantum moderation
which occurs for fluctuating correlations.

To present our scheme of quantum game, we first
consider Hilbert spaces HA and HB in which the
strategies of the two players A and B are represented
by vectors |α〉A ∈ HA and |β〉B ∈ HB . The entire
space of strategy of the game is then given by the di-
rect product H = HA ×HB . A vector in H represents
a joint strategy of the two players and can be written
as

(1)|α,β;γ 〉 = J (γ )|α〉A|β〉B,

where the unitary operator J (γ ) provides quantum
correlation (e.g., entanglement) for the separable states
|α〉A|β〉B . Note that J (γ ) is independent of the play-
ers’ choice and is determined by a third party, which
is hereafter referred to as the coordinator.

Once the joint strategy is specified with J (γ ), the
players are to receive the payoffs, which are furnished
by the expectation values of self-adjoint operators A

and B:

ΠA(α,β;γ ) = 〈α,β;γ |A|α,β;γ 〉,
(2)ΠB(α,β;γ ) = 〈α,β;γ |B|α,β;γ 〉.

Each of the players then tries to optimize their strategy
to gain the maximal payoff, and our question is to find,
if any, a stable strategy vector which corresponds to

the quantum version of the Nash equilibrium. Namely,
we seek a point (α,β) = (α%,β%) in the strategy space
at which the payoffs separately attain the maxima as

δαΠA(α,β%;γ )
∣∣
α% = 0,

(3)δβΠB(α%,β;γ )
∣∣
β% = 0,

under arbitrary variations in α and β .
A symmetric quantum game is defined by requiring

that the strategy spaces of the two players are the same
in dimensionality, dimHA = dimHB = n, and that the
payoffs are symmetric for two players. The latter con-
dition is expressed as

(4)ΠA(α,β;γ ) = ΠB(β,α;γ )

in terms of identically labeled strategies for both play-
ers

(5)|α〉A =
∑

i

αi |i〉A, |β〉B =
∑

i

βi |i〉B,

with complex numbers αi , βi normalized as
∑

i |αi |2
= ∑

i |βi |2 = 1. Here we have used a common ortho-
normal basis for both of the players, namely, a set of
strategies of the two players which are in one-to-one
correspondence |i〉A ↔ |i〉B for i = 0,1, . . . , n − 1.
Introducing the swap operator S by

(6)S|i, j 〉 = |j, i〉
for the states |i, j 〉 = |i〉A|j 〉B , we have S|α,β〉 =
|β,α〉 for general separable states |α,β〉 = |α〉A|β〉B .
For our convenience, we introduce two more opera-
tors C and T defined by

(7)C|i, j 〉 = |ī, j̄ 〉, T |i, j 〉 = |j̄ , ī〉,
where the bar represents the complimentary choice;
ī = (n − 1) − i. The operator C is the simultane-
ous renaming (conversion) of strategy for two play-
ers, and T is the combination T = CS. These opera-
tors {S,C,T } commute among themselves and satisfy
S2 = C2 = T 2 = I , T = SC, S = CT and C = T S.
With the identity I , they form the dihedral group D2.

In terms of the correlated payoff operators,

A(γ ) = J †(γ )AJ (γ ),

(8)B(γ ) = J †(γ )BJ (γ ),

we have ΠA(α,β;γ ) = 〈α,β|A(γ )|α,β〉. It is con-
venient to choose the unitary operator J (γ ) such that
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FIG. 2. (Color online) Distributions of the squared proper
distances s2 of the B0B̄0 decay events before and after the
acceptance and selection cuts. The events are spacelike when
s2 > 0.

D⇤±, respectively. Our analysis assumes approximately
one pp interaction per beam bunch crossing, whereas that
is above two for most of the period during which data for
[37] were collected (between August and October 2010)
[38]. In addition, the selection cuts are applied to two
neutral B mesons instead of one. For those reasons,
the background contamination is expected to be smaller
than 6.8% in our measurement. Only the simulated sig-
nal events are used in our analysis, and the backgrounds
are conservatively considered as systematic uncertainty
as described in Sec. III E.

E. Analysis results

In our simulation, we examined two issues. One is
whether the locality condition is satisfied with the events
detected by the ATLAS detector. The other is how much
the Bell inequality violates, with statistical and system-
atic errors considered.

Figure 2 shows the distributions of the squared proper
distance s2 = �c2�t2 + �L2 of the B0B̄0 decay events
before and after the acceptance and selection cuts. Most
of the events are spacelike (s2 > 0) even without any
cuts, and more than 99% events are spacelike after the
cuts. The locality condition is thus perfectly satisfied in
our analysis.

The quantum correlation CQ(t1, t2) can be calculated
from the experimental data by using the following for-

FIG. 3. |SQ(|�t|)| after the acceptance and selection cuts
in the case of QM with the theory line. The dotted line at
|S(|�t|)| = 2 shows the upper bound of the Bell inequality.

mula:

CQ(t1, t2) =

P
A,B ABNQ

t1,t2(A,B)
P

A,B NQ
t1,t2(A,B)

, (22)

where NQ
t1,t2(A,B) (A,B are 1 for B0 and �1 for B̄0)

is the number of the events that two neutral B mesons
decay into the flavor A at t1 and B at t2, respectively.
SQ(�t) in Eq. (20) is calculated from the CQ(t1, t2) dis-
tribution under the configuration (19).
Figure 3 shows |SQ(|�t|)| after the acceptance and se-

lection cuts in the case of QM. As the statistical error,
only that of the signal is taken into account, since the con-
tribution from the background is negligible as discussed
in Sec. IIID.
We evaluated the systematic error, by considering the

worst case where the backgrounds contaminate only one
�t bin in CQ(t1, t2). Since the combinatorial back-
grounds are the main source and should contribute
equally to B0 and B̄0, it is assumed that the same frac-
tion (50%) of the backgrounds contaminates the same
(NQ

t1,t2(A,B) for B0B0 or B̄0B̄0) and opposite flavors of

two neutral B mesons (NQ
t1,t2(A,B) for B0B̄0 or B̄0B0).

The amount of the backgrounds is assumed as 0.26%
which is assigned as the systematic error on the back-
ground contamination in [37]. This systematic error is
the largest contribution to the shift from |SQ(|�t|)| in
this treatment. In addition, the systematic error origi-
nated from �t resolution, 0.16 (0.11 ⇥

p
2) ps, is taken

into account.
The significant excess from the upper bound of the

Bell inequality (13) is obtained with |SQ(|�t|)| = 2.89±
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At this point, one notices the apparent analogy be-
tween the decay times t1, t2 and the measurement pa-
rameters a, b, since the latter are also conditioning the
probability distributions obtained under the setup speci-
fied by the parameters. Assuming, for the moment, that
this analogy holds perfectly, we realize that all the argu-
ment we just have gone through for the Bell inequality
applies here as well. It thus follows that, if we just for-
mally replace a, b with t1, t2, we end up with the same
Bell inequality (13) for the set of correlations (14) where
now we use

C(t1, t2) =
X

A,B

AB Pt1,t2(A,B) (16)

instead of C(a, b) and the like.
We have seen before that in QM the joint probability

distribution PQ(A,B, t1, t2) is given by Eq. (8). From
the relation (15), one then finds the corresponding con-
ditional probability distribution,

PQ
t1,t2(A,B) =

1

4
(1�AB cos(�M�t)), (17)

and also from Eq. (16) the quantum correlation,

CQ(t1, t2) =
X

A,B

AB PQ
t1,t2(A,B) = � cos(�M�t),

(18)
which is the renormalized correlation function introduced
in [24], and free from the exponential decay law that
the joint probability distribution (8) su↵ers. Note that
CQ(t, t) = �1 implies perfect anti-correlation in the fla-
vors of the B-meson pair decaying at the same proper
time t.

To proceed, let us consider the special case of the decay
times,

t2 � t01 = t1 � t2 = t02 � t1 = �t, (19)

which corresponds to a typical configuration of the mea-
surement setups for the experimental verification of the
Bell inequality. Indeed, if we denote by SQ(�t) the com-
bination S in Eq. (14) when we use the quantum corre-
lation function (18) for Eq. (19), we obtain

SQ(�t)

= CQ(t1, t2) + CQ(t01, t2) + CQ(t1, t
0
2)� CQ(t01, t

0
2)

= �3 cos(�M�t) + cos(3�M�t). (20)

By di↵erentiating SQ(�t) with respect to �t, we easily
find that |SQ(�t)|  2

p
2 and the maximum value 2

p
2

is attained at �t = ⇡/4�M ⇡ 1.55 ps. This indicates
that we may observe violation of the Bell inequality with
a pair of B mesons as well, once the measurement is
carried out properly.

For comparison, as an example of LRT models we men-
tion the spontaneous disentanglement model [33], where
one obtains the conditional correlation function,

CS(t1, t2) = � cos(�Mt1) cos(�Mt2). (21)

Observe that the form (21) fits in the formula (11) of
LRT (with a, b replaced by t1, t2) if we let A(t1,�) =
� cos(�Mt1) and B(t2,�) = cos(�Mt2) under the use
of the normalization condition

R
P (�) d� = 1. It thus

follows that the correlation (21) obeys the Bell inequality
trivially.
Now, coming back to the question of the validity of

analogy between the parameters a, b and t1, t2, it has
been argued [22] that, while the former can be chosen
at will by the experimenter, the latter are determined
by nature and cannot be altered freely. Although this
is apparently the case in reality, one may take the view-
point that the experimenter should also be influenced by
nature and hence, logically speaking, one cannot deny
completely the possibility of the parameters a, b being
determined by other sources including the hidden vari-
ables �. To avoid impractical impasse, it is customary
to accept the choice of a, b performed by some random
number generator (RNG) as a result of free will. By the
same token, one may accept the choice of t1, t2 performed
by the particles in their random decays as an act of free
will, given that such random decays have actually been
utilized as a source of quantum RNG [11, 12, 18, 25–27].

To elaborate this idea a little more, we recall the fact
that in our experiment the target system of measurement
is the flavor subspace which is a part of the entire space
of freedoms possessed by the B meson. On the other
hand, the decay times of the B meson are governed and
determined quantum mechanically by a separate part of
the system, which may be regarded as a quantum RNG
equipped with the particle working independently from
the flavor part. This picture will then allow us to put
our experiment on a par with preceding Bell tests as far
as the free will (or freedom-of-choice) loophole is con-
cerned. This viewpoint has apparently been adopted in
the earlier analysis of the Belle experiment [33], but we
shall also mention in the Appendix an alternative argu-
ment to retain the formal structure of the Bell inequality
referring to earlier works [23].

C. Note on experiments and loopholes

The ATLAS experiment can measure the decay times
t1, t2 of the B meson pair (7) independently, which en-
ables us to evaluate the correlation according to Eq. (16)
and thereby obtain the Bell inequality |S(�t)|  2 for
the combination (19). This is a crucial advantage over
the Belle experiment where we measure the events only
through their di↵erence �t in the decay times, resulting
in the increase in the upper bound of the Bell inequality,
making the Bell test di�cult accordingly [23].

Given this prospect, we now wish to address, in ad-
dition to the free will loophole we have just mentioned,
two other major loopholes [11, 12, 18] that may hamper
the Bell test with the ATLAS experiment. One is the
e�ciency loophole, which concerns that a certain pro-
portion of unobserved events may enable LRT to exceed
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obtain the quantum joint probability distribution of the
flavor observations A,B at the decay times t1, t2,

PQ(A,B, t1, t2) =
e��(t1+t2)

4
(1�AB cos(�M�t)) ,

(8)
with �t = t1 � t2 and �M = MH � ML = 3.334 ⇥
10�10 MeV [32] being the mass di↵erence.

B. The Bell inequality for flavor measurements

Prior to discussing the Bell inequality for flavor mea-
surements, let us briefly recall the Bell inequality itself,
which was derived through Bell’s simple but careful anal-
ysis on the EPR argument [2] on QM. In their argument,
EPR claimed that QM is incomplete as a physical theory
on the basis of three assumptions: locality, our ability to
freely choose experimental setups, and reality of physical
quantities that should be dealt with a complete theory.
Here, the reality means that the values of the physical
quantities are determined or inferred with certainty, at
least in principle.

Bearing the above historical background in mind, we
shall introduce LRTs which fulfill all the assumptions
EPR made in their argument. Consider a measurement
of spins of two spin 1/2 particles, which are spacelike
separated and have previously been interacted. Suppose
that we are allowed to freely choose the experimental se-
tups specified by parameters a and b, respectively, for
the two particles. More explicitly, we conduct the spin
measurement for one particle along the measurement axis
specified by a and also for the other particle along the
axis specified by b. We then assign the values A = +1
if the outcome is along the axis measured (up spin) and
A = �1 if it is opposite (down spin), and do the analo-
gous assignment for B for the second particle. Perform-
ing the above process of measurement many times, we
obtain the probability distribution Pa,b(A,B) of finding
the outcomes A, B under the measurement setups a, b.

In the LRT description of the above experiment, asso-
ciated with the reality of the physical quantities, we first
suppose that there exist parameters called hidden vari-
ables, collectively denoted by �, which completely specify
the states of the physical systems with certainty. Mak-
ing it explicit that the probability distribution Pa,b(A,B)
depends on �, we write it as

Pa,b(A,B) =

Z
Pa,b(A,B |�)P (�) d�, (9)

where Pa,b(A,B |�) is a conditional probability distribu-
tion of the outcomes A, B, given �, and P (�) gives a dis-
tribution of � under the situation of measurement. Note
that LRTs are also called local hidden variable theories
in literature.

The locality assumption implies that the choice of the
measurement setup a and the outcome A are independent

of that of b and B, and vice versa. This allows us to
decompose the conditional probability Pa,b(A,B |�) as

Pa,b(A,B |�) = Pa(A |�)Pb(B |�), (10)

where Pa(A |�) and Pb(B |�) are the conditional prob-
ability distribution of the outcome A, B with the mea-
surement setups a, b under the given �.
We are now ready to introduce the Bell inequality.

From Eq. (9) and Eq. (10), the correlation between the
outcomes A and B under the setups a and b reads

C(a, b) =
X

A,B

AB Pa,b(A,B)

=

Z
A(a,�)B(b,�)P (�) d�, (11)

where we have introduced

A(a,�) = Pa(A = 1 |�)� Pa(A = �1 |�),
B(b,�) = Pb(B = 1 |�)� Pb(B = �1 |�). (12)

From |A(a,�)|  1 and |B(b,�)|  1, it is now straight-
forward to derive the Bell inequality

|S|  2 (13)

satisfied by the combination of four correlations

S = C(a, b) + C(a0, b) + C(a, b0)� C(a0, b0) (14)

for any a, a0, b and b0 (see, e.g., [5]).
Many experiments have confirmed the violation of the

Bell inequality [7–20]: the experimental value of the LHS
of Eq. (13) exceeds 2 with suitable experimental setups
and state preparation. In addition, these experimental
results are in good agreement with their quantum me-
chanical descriptions. These observations clearly show
that Nature, and its quantum mechanical description, do
not satisfy at least one of the assumptions EPR made,
even though they look apparently natural to hold.

Now, to accomplish the task of putting the argument
of the Bell inequality into the context of our flavor mea-
surements, we first describe the measurement process of
the flavor measurements and examine the analogy with
the conventional argument leading to the Bell inequality
mentioned above.

In the flavor measurements of a pair of B mesons, one
meson decays at the proper time t1 and its flavor, de-
noted by A, is revealed as either +1 for B0 or �1 for B̄0.
The other meson decays at the proper time t2, and its
flavor B is +1 for B0 and �1 for B̄0. The outcomes of
the measurements are then used to obtain the the joint
probability distribution P (A,B, t1, t2). The point here
is that the proper times of the decays t1, t2 are deter-
mined stochastically. Thus, given the decay times t1, t2,
the statistics of the flavor measurement is characterized
by the conditional probability distribution Pt1,t2(A,B),
which is related to the joint probability distribution by

Pt1,t2(A,B) =
P (A,B, t1, t2)P
A,B P (A,B, t1, t2)

. (15)
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obtain the quantum joint probability distribution of the
flavor observations A,B at the decay times t1, t2,

PQ(A,B, t1, t2) =
e��(t1+t2)

4
(1�AB cos(�M�t)) ,
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with �t = t1 � t2 and �M = MH � ML = 3.334 ⇥
10�10 MeV [32] being the mass di↵erence.
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which was derived through Bell’s simple but careful anal-
ysis on the EPR argument [2] on QM. In their argument,
EPR claimed that QM is incomplete as a physical theory
on the basis of three assumptions: locality, our ability to
freely choose experimental setups, and reality of physical
quantities that should be dealt with a complete theory.
Here, the reality means that the values of the physical
quantities are determined or inferred with certainty, at
least in principle.

Bearing the above historical background in mind, we
shall introduce LRTs which fulfill all the assumptions
EPR made in their argument. Consider a measurement
of spins of two spin 1/2 particles, which are spacelike
separated and have previously been interacted. Suppose
that we are allowed to freely choose the experimental se-
tups specified by parameters a and b, respectively, for
the two particles. More explicitly, we conduct the spin
measurement for one particle along the measurement axis
specified by a and also for the other particle along the
axis specified by b. We then assign the values A = +1
if the outcome is along the axis measured (up spin) and
A = �1 if it is opposite (down spin), and do the analo-
gous assignment for B for the second particle. Perform-
ing the above process of measurement many times, we
obtain the probability distribution Pa,b(A,B) of finding
the outcomes A, B under the measurement setups a, b.

In the LRT description of the above experiment, asso-
ciated with the reality of the physical quantities, we first
suppose that there exist parameters called hidden vari-
ables, collectively denoted by �, which completely specify
the states of the physical systems with certainty. Mak-
ing it explicit that the probability distribution Pa,b(A,B)
depends on �, we write it as

Pa,b(A,B) =

Z
Pa,b(A,B |�)P (�) d�, (9)

where Pa,b(A,B |�) is a conditional probability distribu-
tion of the outcomes A, B, given �, and P (�) gives a dis-
tribution of � under the situation of measurement. Note
that LRTs are also called local hidden variable theories
in literature.

The locality assumption implies that the choice of the
measurement setup a and the outcome A are independent

of that of b and B, and vice versa. This allows us to
decompose the conditional probability Pa,b(A,B |�) as

Pa,b(A,B |�) = Pa(A |�)Pb(B |�), (10)

where Pa(A |�) and Pb(B |�) are the conditional prob-
ability distribution of the outcome A, B with the mea-
surement setups a, b under the given �.
We are now ready to introduce the Bell inequality.

From Eq. (9) and Eq. (10), the correlation between the
outcomes A and B under the setups a and b reads

C(a, b) =
X

A,B

AB Pa,b(A,B)

=

Z
A(a,�)B(b,�)P (�) d�, (11)

where we have introduced

A(a,�) = Pa(A = 1 |�)� Pa(A = �1 |�),
B(b,�) = Pb(B = 1 |�)� Pb(B = �1 |�). (12)

From |A(a,�)|  1 and |B(b,�)|  1, it is now straight-
forward to derive the Bell inequality

|S|  2 (13)

satisfied by the combination of four correlations

S = C(a, b) + C(a0, b) + C(a, b0)� C(a0, b0) (14)

for any a, a0, b and b0 (see, e.g., [5]).
Many experiments have confirmed the violation of the

Bell inequality [7–20]: the experimental value of the LHS
of Eq. (13) exceeds 2 with suitable experimental setups
and state preparation. In addition, these experimental
results are in good agreement with their quantum me-
chanical descriptions. These observations clearly show
that Nature, and its quantum mechanical description, do
not satisfy at least one of the assumptions EPR made,
even though they look apparently natural to hold.

Now, to accomplish the task of putting the argument
of the Bell inequality into the context of our flavor mea-
surements, we first describe the measurement process of
the flavor measurements and examine the analogy with
the conventional argument leading to the Bell inequality
mentioned above.

In the flavor measurements of a pair of B mesons, one
meson decays at the proper time t1 and its flavor, de-
noted by A, is revealed as either +1 for B0 or �1 for B̄0.
The other meson decays at the proper time t2, and its
flavor B is +1 for B0 and �1 for B̄0. The outcomes of
the measurements are then used to obtain the the joint
probability distribution P (A,B, t1, t2). The point here
is that the proper times of the decays t1, t2 are deter-
mined stochastically. Thus, given the decay times t1, t2,
the statistics of the flavor measurement is characterized
by the conditional probability distribution Pt1,t2(A,B),
which is related to the joint probability distribution by

Pt1,t2(A,B) =
P (A,B, t1, t2)P
A,B P (A,B, t1, t2)

. (15)
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4
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with �t = t1 � t2 and �M = MH � ML = 3.334 ⇥
10�10 MeV [32] being the mass di↵erence.
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surements, let us briefly recall the Bell inequality itself,
which was derived through Bell’s simple but careful anal-
ysis on the EPR argument [2] on QM. In their argument,
EPR claimed that QM is incomplete as a physical theory
on the basis of three assumptions: locality, our ability to
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Z
Pa,b(A,B |�)P (�) d�, (9)
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X

A,B
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Z
A(a,�)B(b,�)P (�) d�, (11)
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Bell inequality [7–20]: the experimental value of the LHS
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not satisfy at least one of the assumptions EPR made,
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In the flavor measurements of a pair of B mesons, one
meson decays at the proper time t1 and its flavor, de-
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flavor B is +1 for B0 and �1 for B̄0. The outcomes of
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is that the proper times of the decays t1, t2 are deter-
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Pt1,t2(A,B) =
P (A,B, t1, t2)P
A,B P (A,B, t1, t2)

. (15)

(                                                )

29

局所性の抜け穴を塞ぎ、
完全なBellテストへ

LHC Run3で数年以内に結果が
期待される

ATLAS 実験（CERN）：完全なBell テストに向けて

崩壊時間の選別により局所性の
抜け穴を塞ぐことが可能

4

At this point, one notices the apparent analogy be-
tween the decay times t1, t2 and the measurement pa-
rameters a, b, since the latter are also conditioning the
probability distributions obtained under the setup speci-
fied by the parameters. Assuming, for the moment, that
this analogy holds perfectly, we realize that all the argu-
ment we just have gone through for the Bell inequality
applies here as well. It thus follows that, if we just for-
mally replace a, b with t1, t2, we end up with the same
Bell inequality (13) for the set of correlations (14) where
now we use

C(t1, t2) =
X

A,B

AB Pt1,t2(A,B) (16)

instead of C(a, b) and the like.
We have seen before that in QM the joint probability

distribution PQ(A,B, t1, t2) is given by Eq. (8). From
the relation (15), one then finds the corresponding con-
ditional probability distribution,

PQ
t1,t2(A,B) =

1

4
(1�AB cos(�M�t)), (17)

and also from Eq. (16) the quantum correlation,

CQ(t1, t2) =
X

A,B

AB PQ
t1,t2(A,B) = � cos(�M�t),

(18)
which is the renormalized correlation function introduced
in [24], and free from the exponential decay law that
the joint probability distribution (8) su↵ers. Note that
CQ(t, t) = �1 implies perfect anti-correlation in the fla-
vors of the B-meson pair decaying at the same proper
time t.

To proceed, let us consider the special case of the decay
times,

t2 � t01 = t1 � t2 = t02 � t1 = �t, (19)

which corresponds to a typical configuration of the mea-
surement setups for the experimental verification of the
Bell inequality. Indeed, if we denote by SQ(�t) the com-
bination S in Eq. (14) when we use the quantum corre-
lation function (18) for Eq. (19), we obtain

SQ(�t)

= CQ(t1, t2) + CQ(t01, t2) + CQ(t1, t
0
2)� CQ(t01, t

0
2)

= �3 cos(�M�t) + cos(3�M�t). (20)

By di↵erentiating SQ(�t) with respect to �t, we easily
find that |SQ(�t)|  2

p
2 and the maximum value 2

p
2

is attained at �t = ⇡/4�M ⇡ 1.55 ps. This indicates
that we may observe violation of the Bell inequality with
a pair of B mesons as well, once the measurement is
carried out properly.

For comparison, as an example of LRT models we men-
tion the spontaneous disentanglement model [33], where
one obtains the conditional correlation function,

CS(t1, t2) = � cos(�Mt1) cos(�Mt2). (21)

Observe that the form (21) fits in the formula (11) of
LRT (with a, b replaced by t1, t2) if we let A(t1,�) =
� cos(�Mt1) and B(t2,�) = cos(�Mt2) under the use
of the normalization condition

R
P (�) d� = 1. It thus

follows that the correlation (21) obeys the Bell inequality
trivially.
Now, coming back to the question of the validity of

analogy between the parameters a, b and t1, t2, it has
been argued [22] that, while the former can be chosen
at will by the experimenter, the latter are determined
by nature and cannot be altered freely. Although this
is apparently the case in reality, one may take the view-
point that the experimenter should also be influenced by
nature and hence, logically speaking, one cannot deny
completely the possibility of the parameters a, b being
determined by other sources including the hidden vari-
ables �. To avoid impractical impasse, it is customary
to accept the choice of a, b performed by some random
number generator (RNG) as a result of free will. By the
same token, one may accept the choice of t1, t2 performed
by the particles in their random decays as an act of free
will, given that such random decays have actually been
utilized as a source of quantum RNG [11, 12, 18, 25–27].

To elaborate this idea a little more, we recall the fact
that in our experiment the target system of measurement
is the flavor subspace which is a part of the entire space
of freedoms possessed by the B meson. On the other
hand, the decay times of the B meson are governed and
determined quantum mechanically by a separate part of
the system, which may be regarded as a quantum RNG
equipped with the particle working independently from
the flavor part. This picture will then allow us to put
our experiment on a par with preceding Bell tests as far
as the free will (or freedom-of-choice) loophole is con-
cerned. This viewpoint has apparently been adopted in
the earlier analysis of the Belle experiment [33], but we
shall also mention in the Appendix an alternative argu-
ment to retain the formal structure of the Bell inequality
referring to earlier works [23].

C. Note on experiments and loopholes

The ATLAS experiment can measure the decay times
t1, t2 of the B meson pair (7) independently, which en-
ables us to evaluate the correlation according to Eq. (16)
and thereby obtain the Bell inequality |S(�t)|  2 for
the combination (19). This is a crucial advantage over
the Belle experiment where we measure the events only
through their di↵erence �t in the decay times, resulting
in the increase in the upper bound of the Bell inequality,
making the Bell test di�cult accordingly [23].

Given this prospect, we now wish to address, in ad-
dition to the free will loophole we have just mentioned,
two other major loopholes [11, 12, 18] that may hamper
the Bell test with the ATLAS experiment. One is the
e�ciency loophole, which concerns that a certain pro-
portion of unobserved events may enable LRT to exceed
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instead of C(a, b) and the like.
We have seen before that in QM the joint probability

distribution PQ(A,B, t1, t2) is given by Eq. (8). From
the relation (15), one then finds the corresponding con-
ditional probability distribution,

PQ
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(1�AB cos(�M�t)), (17)

and also from Eq. (16) the quantum correlation,
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t1,t2(A,B) = � cos(�M�t),

(18)
which is the renormalized correlation function introduced
in [24], and free from the exponential decay law that
the joint probability distribution (8) su↵ers. Note that
CQ(t, t) = �1 implies perfect anti-correlation in the fla-
vors of the B-meson pair decaying at the same proper
time t.

To proceed, let us consider the special case of the decay
times,

t2 � t01 = t1 � t2 = t02 � t1 = �t, (19)

which corresponds to a typical configuration of the mea-
surement setups for the experimental verification of the
Bell inequality. Indeed, if we denote by SQ(�t) the com-
bination S in Eq. (14) when we use the quantum corre-
lation function (18) for Eq. (19), we obtain

SQ(�t)

= CQ(t1, t2) + CQ(t01, t2) + CQ(t1, t
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2)� CQ(t01, t
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= �3 cos(�M�t) + cos(3�M�t). (20)

By di↵erentiating SQ(�t) with respect to �t, we easily
find that |SQ(�t)|  2

p
2 and the maximum value 2

p
2

is attained at �t = ⇡/4�M ⇡ 1.55 ps. This indicates
that we may observe violation of the Bell inequality with
a pair of B mesons as well, once the measurement is
carried out properly.

For comparison, as an example of LRT models we men-
tion the spontaneous disentanglement model [33], where
one obtains the conditional correlation function,

CS(t1, t2) = � cos(�Mt1) cos(�Mt2). (21)

Observe that the form (21) fits in the formula (11) of
LRT (with a, b replaced by t1, t2) if we let A(t1,�) =
� cos(�Mt1) and B(t2,�) = cos(�Mt2) under the use
of the normalization condition

R
P (�) d� = 1. It thus

follows that the correlation (21) obeys the Bell inequality
trivially.
Now, coming back to the question of the validity of

analogy between the parameters a, b and t1, t2, it has
been argued [22] that, while the former can be chosen
at will by the experimenter, the latter are determined
by nature and cannot be altered freely. Although this
is apparently the case in reality, one may take the view-
point that the experimenter should also be influenced by
nature and hence, logically speaking, one cannot deny
completely the possibility of the parameters a, b being
determined by other sources including the hidden vari-
ables �. To avoid impractical impasse, it is customary
to accept the choice of a, b performed by some random
number generator (RNG) as a result of free will. By the
same token, one may accept the choice of t1, t2 performed
by the particles in their random decays as an act of free
will, given that such random decays have actually been
utilized as a source of quantum RNG [11, 12, 18, 25–27].

To elaborate this idea a little more, we recall the fact
that in our experiment the target system of measurement
is the flavor subspace which is a part of the entire space
of freedoms possessed by the B meson. On the other
hand, the decay times of the B meson are governed and
determined quantum mechanically by a separate part of
the system, which may be regarded as a quantum RNG
equipped with the particle working independently from
the flavor part. This picture will then allow us to put
our experiment on a par with preceding Bell tests as far
as the free will (or freedom-of-choice) loophole is con-
cerned. This viewpoint has apparently been adopted in
the earlier analysis of the Belle experiment [33], but we
shall also mention in the Appendix an alternative argu-
ment to retain the formal structure of the Bell inequality
referring to earlier works [23].

C. Note on experiments and loopholes

The ATLAS experiment can measure the decay times
t1, t2 of the B meson pair (7) independently, which en-
ables us to evaluate the correlation according to Eq. (16)
and thereby obtain the Bell inequality |S(�t)|  2 for
the combination (19). This is a crucial advantage over
the Belle experiment where we measure the events only
through their di↵erence �t in the decay times, resulting
in the increase in the upper bound of the Bell inequality,
making the Bell test di�cult accordingly [23].

Given this prospect, we now wish to address, in ad-
dition to the free will loophole we have just mentioned,
two other major loopholes [11, 12, 18] that may hamper
the Bell test with the ATLAS experiment. One is the
e�ciency loophole, which concerns that a certain pro-
portion of unobserved events may enable LRT to exceed
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the earlier analysis of the Belle experiment [33], but we
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equipped with the particle working independently from
the flavor part. This picture will then allow us to put
our experiment on a par with preceding Bell tests as far
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our experiment on a par with preceding Bell tests as far
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and thereby obtain the Bell inequality |S(�t)|  2 for
the combination (19). This is a crucial advantage over
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two other major loopholes [11, 12, 18] that may hamper
the Bell test with the ATLAS experiment. One is the
e�ciency loophole, which concerns that a certain pro-
portion of unobserved events may enable LRT to exceed
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applies here as well. It thus follows that, if we just for-
mally replace a, b with t1, t2, we end up with the same
Bell inequality (13) for the set of correlations (14) where
now we use

C(t1, t2) =
X

A,B

AB Pt1,t2(A,B) (16)

instead of C(a, b) and the like.
We have seen before that in QM the joint probability

distribution PQ(A,B, t1, t2) is given by Eq. (8). From
the relation (15), one then finds the corresponding con-
ditional probability distribution,

PQ
t1,t2(A,B) =

1

4
(1�AB cos(�M�t)), (17)

and also from Eq. (16) the quantum correlation,

CQ(t1, t2) =
X

A,B

AB PQ
t1,t2(A,B) = � cos(�M�t),

(18)
which is the renormalized correlation function introduced
in [24], and free from the exponential decay law that
the joint probability distribution (8) su↵ers. Note that
CQ(t, t) = �1 implies perfect anti-correlation in the fla-
vors of the B-meson pair decaying at the same proper
time t.

To proceed, let us consider the special case of the decay
times,

t2 � t01 = t1 � t2 = t02 � t1 = �t, (19)

which corresponds to a typical configuration of the mea-
surement setups for the experimental verification of the
Bell inequality. Indeed, if we denote by SQ(�t) the com-
bination S in Eq. (14) when we use the quantum corre-
lation function (18) for Eq. (19), we obtain

SQ(�t)

= CQ(t1, t2) + CQ(t01, t2) + CQ(t1, t
0
2)� CQ(t01, t

0
2)

= �3 cos(�M�t) + cos(3�M�t). (20)

By di↵erentiating SQ(�t) with respect to �t, we easily
find that |SQ(�t)|  2

p
2 and the maximum value 2

p
2

is attained at �t = ⇡/4�M ⇡ 1.55 ps. This indicates
that we may observe violation of the Bell inequality with
a pair of B mesons as well, once the measurement is
carried out properly.

For comparison, as an example of LRT models we men-
tion the spontaneous disentanglement model [33], where
one obtains the conditional correlation function,

CS(t1, t2) = � cos(�Mt1) cos(�Mt2). (21)

Observe that the form (21) fits in the formula (11) of
LRT (with a, b replaced by t1, t2) if we let A(t1,�) =
� cos(�Mt1) and B(t2,�) = cos(�Mt2) under the use
of the normalization condition

R
P (�) d� = 1. It thus

follows that the correlation (21) obeys the Bell inequality
trivially.
Now, coming back to the question of the validity of

analogy between the parameters a, b and t1, t2, it has
been argued [22] that, while the former can be chosen
at will by the experimenter, the latter are determined
by nature and cannot be altered freely. Although this
is apparently the case in reality, one may take the view-
point that the experimenter should also be influenced by
nature and hence, logically speaking, one cannot deny
completely the possibility of the parameters a, b being
determined by other sources including the hidden vari-
ables �. To avoid impractical impasse, it is customary
to accept the choice of a, b performed by some random
number generator (RNG) as a result of free will. By the
same token, one may accept the choice of t1, t2 performed
by the particles in their random decays as an act of free
will, given that such random decays have actually been
utilized as a source of quantum RNG [11, 12, 18, 25–27].

To elaborate this idea a little more, we recall the fact
that in our experiment the target system of measurement
is the flavor subspace which is a part of the entire space
of freedoms possessed by the B meson. On the other
hand, the decay times of the B meson are governed and
determined quantum mechanically by a separate part of
the system, which may be regarded as a quantum RNG
equipped with the particle working independently from
the flavor part. This picture will then allow us to put
our experiment on a par with preceding Bell tests as far
as the free will (or freedom-of-choice) loophole is con-
cerned. This viewpoint has apparently been adopted in
the earlier analysis of the Belle experiment [33], but we
shall also mention in the Appendix an alternative argu-
ment to retain the formal structure of the Bell inequality
referring to earlier works [23].

C. Note on experiments and loopholes

The ATLAS experiment can measure the decay times
t1, t2 of the B meson pair (7) independently, which en-
ables us to evaluate the correlation according to Eq. (16)
and thereby obtain the Bell inequality |S(�t)|  2 for
the combination (19). This is a crucial advantage over
the Belle experiment where we measure the events only
through their di↵erence �t in the decay times, resulting
in the increase in the upper bound of the Bell inequality,
making the Bell test di�cult accordingly [23].

Given this prospect, we now wish to address, in ad-
dition to the free will loophole we have just mentioned,
two other major loopholes [11, 12, 18] that may hamper
the Bell test with the ATLAS experiment. One is the
e�ciency loophole, which concerns that a certain pro-
portion of unobserved events may enable LRT to exceed
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B中間子対：フレーバー
空間での量子もつれ状態

・ B中間子の崩壊
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1.　はじめに
量子もつれ（エンタングルメント）は，量子状態に特徴
的な非局所的な相関現象（測定結果の相互依存性）を生み
出すことから，量子計算や量子暗号などの現代の量子情報
技術の鍵となる利用資源になっている．しかしその物理的
意義が認識される発端となったのは，アインシュタインら
の 1935年の EPR論文 1）にまで遡る．この論文において，
量子もつれの予言する非局所相関の不可解さが指摘され，
同時に量子力学の理論としての不完全性が主張された．彼
らの主張は長い間，哲学的立場の表明だとして等閑視され
たが，1964年になって，アインシュタインらが依拠した
局所実在性に基づく理論（「局所実在論（Local Realistic 
Theory, LRT）」または「局所隠れた変数理論」と呼ばれる）
では許される相関が制限され，それが不等式として表現で
きることをベルが発見した．2）量子力学ではこのベル不等
式が満たされず，それゆえ理論として局所実在性が成り立
たない．ここにおいて，自然界の局所実在性の正否を実験
的に検証するとともに，その相関を精査することで量子力
学の正しさを実証する道が切り拓かれたのであった．
局所実在性は人類の常識的な自然観であり，古代ギリ

シャ以来の伝統的な科学概念の根柢を成すものであって，
これが覆されることは自然哲学の上からも重大な問題とな
る．70年代以降，光子や電子などを用いてベル不等式の
検証実験（ベル・テストと呼ばれる）が継続的に行われて
きた背景には，そのような重要性の認識があった．そして
検証の結果，現実にベル不等式は破れており，その破れは
量子力学の予言と高い精度で一致することが判明したので
ある．またこの検証過程において，量子もつれの物理的意
義と情報技術への応用の可能性に対する理解が深まり，90
年代以降の量子情報科学勃興の大きな契機となった．2022
年のノーベル物理学賞が，ベル不等式の検証とその量子情
報への貢献に対して授与されたことは，まだ記憶に新しい．
ところが最近になって，従来は関与が乏しかった高エネ

ルギー物理学の手法を用いた量子もつれの研究が，多様な
観点から検討されるようになり，注目を集めつつある．言
うまでもなく，局所実在性の破れを質量の大きな粒子や相
対論的効果が重要となる高エネルギー領域で確証すること
は，より普遍的に自然界の非局所実在性を検証する上で重
要であるが，3）同時に，標準理論を超えた素粒子物理や宇
宙物理の新しい研究手法を開拓する上からも興味が持たれ
ている．4）本稿ではその一例として，欧州原子核研究機構
（CERN）の大型ハドロン衝突型加速器（LHC）を用いた

ATLAS実験でのベル・テストの試みについて紹介する．
なお，ATLAS実験では 2023年に陽子・陽子衝突で生成
されたトップ・クォーク対の量子もつれ状態の観測結果を
発表 5）している．これはクォーク対のスピンが量子もつれ
していることを初めて実証した点で意義深いが，ベル・テ
ストではない．後者のための加速器実験としては，これま
でにK 0中間子やB0中間子の対のフレーバー空間での量子

もつれによる方法が提案されてきた．これは通常のスピン
状態ではなく，‘ストレンジネス’や ‘ボトムネス’といった
フレーバーの固有状態にある中性中間子とその反粒子の状
態をスピンの±1固有状態に見立てたものであり，その量
子もつれ状態は通常のスピン 1重項状態と類似のものにな
る．しかしながら，中間子の崩壊のためにベル不等式の破
れに十分な相関を実現できず，またベル・テストに必要な
他の条件を満たしていないとされ，6）これらの提案に基づ
いた本格的な実験は行われて来なかった．唯一の例外は，
B0中間子対を用いた 2007年のKEKでのBelle実験 7）であ
るが，後述のように実験的制約のため測定の局所性の前提
が満たされず，8）量子もつれの存在は確認されたもののベ
ル・テストとしては不完全であった．
この記事では，まずフレーバー空間での量子もつれの基
礎に加えて，B0中間子対を用いてベル・テストを行う仕
組みと留意すべき問題点について解説する．その上で，筆
者らのATLAS実験でのB0中間子対のフレーバーもつれを
用いたベル・テストのシミュレーションによる可能性評価
の結果 9）を述べる．ここで重要になるのが測定の局所性と
選択の自由性と呼ばれる二つの前提状況であり，これらが
ATLAS実験では満たされていることも示す．

2.　B0中間子対を用いたベル・テスト
2.1　ベル不等式とは
まず，ベル不等式について復習しておこう．2個の粒子

があり，各々が 2値の物理量＋1，－1を持つとする．具体
的には 2個の電子を想定し，2値の物理量としてはそれら
のスピン（の 2/ƫ倍）を考える．左側の粒子の物理量をA，
右側の粒子の物理量を Bとすると，測定結果は A＝±1，
B＝±1のどれかになる．スピンの場合は測定軸の選択に
より測定結果も変わるから，そのような測定の状況（測定
軸の方向）を定める因子を左右のそれぞれの粒子について
a，bと書くことにする（図 1上）．同じ物理状態の下で測定
を繰り返し，その統計をもとに状況 a，bの下で結果A，B
が得られる確率分布をPa, b（A, B）とすると，これより 2個
の粒子に対する測定結果の相関

,
,

, ,a b
A B

C a b ABP A B（ ）= （ ）  （1）

図 1　スピン（上）とB中間子フレーバー（下）を用いたベル・テストの概
念図．角度差 șab＝|șa－șb |が崩壊時間差ǻt＝| t1－t2 |に対応．
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が求められる．ここで各々の粒子を 2種類の状況で測定す
ることとし，左側の粒子のそれを a，aƍ，右側の粒子のそれ
を b，bƍとする．すると測定結果から全部で 4種類の相関が
作れるが，それらの組み合わせ

S＝C（a, b）＋C（aƍ, b）＋C（a, bƍ）－C（aƍ, bƍ） （2）

を考えると，局所実在性を前提とした理論（LRT）では，
その詳細にかかわらず，Sの計算値 SLRTの大きさは 2を超
えられない：

|SLRT |≤2. （3）

これがベル不等式 2）（CHSH不等式 10））である．11）一方，2
個の電子の 1重項状態のスピン相関を量子力学で計算する
と，測定軸 a，bの角度差が șabのときCQ（a, b）＝－cos（șab）
となる（添字Qは量子力学での計算値を示す）．特に測定
軸 a，aƍ，b，bƍを同一平面内に一定の角度差 șab＝șabƍ＝șaƍb＝
ǻș及び șaƍbƍ＝�ǻșに取った場合の式（2）の値を S（ǻș）とす
れば，量子力学では SQ（ǻș）＝－3 cos（ǻș）＋cos（�ǻș）とな
り，例えばǻș＝ʌ/4のときに |SQ（ʌ/4）|＝2 2  >2となる．
つまり，量子力学ではベル不等式（3）は破れており，した
がって局所実在性が成り立たない（ベル定理）．
2.2　B0中間子とベル・テスト
ベル不等式が対象とするのは一般の 2値の物理量なので，

それは必ずしも電子や光子などのスピンでなくとも良い．
実際，中間子のフレーバーの物理量を用いてこれを行う方
法は，夙に 1970年代，ベル自身がK 0中間子対を用いるア
イデアを紹介し，その問題点にも言及していた．12）この可
能性は後に詳しく検討され，13）さらにB0中間子対を用い
たベル・テストの提案とその考察も行われた．6, 14） 2007年
のKEKのBelle実験とその分析 7）は，この提案に基づくも
のであった．
その構想は簡明であり，かつ素粒子物理の上でも興味深

い．B0中間子対がスピン 1重項と同形の量子もつれ状態
0 0 0 01| | | | |

2
ȥ B B B B〉= （ 〉 〉－ 〉 〉）  （4）

として生成されるとする．ここで右辺第 1項 |B0〉| B̄0〉は実
験室系の（例えば加速器ビームラインと鉛直な方向に対し
て）左側の測定器でB0，右側の測定器で B̄0が確認できる
状態を表し（図 1下），第 2項はその逆の組み合わせを表す．
弱い相互作用のためにB0，B̄0のどちらもハミルトニアンの
固有状態ではなく，その結果，一般に両方の状態の間で振
動現象が起きる．定常的なエネルギー固有状態は，（微小
なCPの破れを無視すると）CP固有状態CP |BH〉＝＋|BH〉，
CP |BL〉＝－|BL〉となる一次結合 |BH〉＝（|B0〉＋| B̄0〉）/ 2  及
び |BL〉＝（|B0〉－| B̄0〉）/ 2  で与えられる．ここで崩壊現象
を考慮に入れた実効的なハミルトニアンの固有値をそれぞ
れ ȜH＝MH－LīH/2，ȜL＝ML－LīL/2と書くと（簡単のため以
下 ƫ＝c＝1とする），各々の実部は質量に，虚部は崩壊幅
に対応し，固有状態の時間発展は

|BH（t）〉＝e－iȜHt |BH〉,　|BL（t）〉＝e－iȜLt |BL〉, （5）

で表される．両者の質量差はǻM＝MH－ML＝3.334×
10－10 MeV程度であり，崩壊幅の差は極めて小さい
（īH－īL≈10－3īH）ので，īH＝īL＝īと置いて良い．
さて，t＝0で状態（4）が生成され，その後，左右の測定
器でこれら 2個の中間子の崩壊現象が検出されたとしよう．
その時刻をそれぞれ t1，t2とすると，崩壊直前の状態は

1 2 H 1 L 2 L 1 H 2
1| | | | |,
2

ȥ t t B t B t B t B t（ ）〉= （ （ ）〉 （ ）〉－ （ ）〉 （ ）〉） 　（6）

で記述される．観測される崩壊モードから同定できるのは
B0または B̄0のどちらかだから，B0なら＋1，B̄0なら－1と
いう形で 2個の粒子の測定結果A，Bに値を割り当てよう．
そのような現象の量子的な確率分布は，PQ（A＝1, B＝
－1, t1, t2）＝|（〈B0 |〈B̄0 |）|ȥ（t1, t2）〉|2などから求められ，

1 2ī
Q

1 2
e, , , 1 cos ǻ ǻ
4

t t
P A B t t AB M t

－（ + ）
= （ － （（ ） ））  （7）

とまとめて書ける．ここでǻt＝| t1－t2 |は左右の崩壊の時
間差，ǻMは前述の質量差である．電子のスピンの場合と
較べると，測定を指定する因子が（比例定数ǻMの下で）
（a, b）↔（t1, t2）という形（șab↔ǻt）で対応する．
但し，両者間には違いもある．まず，電子のスピン測定
では実空間の中のスピン測定軸（a, b）を自由に選ぶことが
できるが，中間子対の場合はフレーバー空間の中で常にB0

または B̄0を測定する軸に固定されている．つまり，電子
の場合は静止したスピンを測定者が自由に選んだ軸に沿っ
て測定するが，中間子の場合は一定の角速度で歳差運動し
ているフレーバーのスピンの崩壊時の傾きを固定軸に沿っ
て測定することになる．その意味で前者は能動的な測定，
後者は受動的な測定と言えるが，実効的には上述のように
各々の粒子の崩壊時刻（t1, t2）が測定軸の選択（a, b）に対
応し，形式的には両者の相関の表式は ‘ほぼ’等しくなる．
ここで‘ほぼ’と言うのは，式（7）には粒子崩壊による指数
関数的な確率減少因子があるからである．そのため，この
ままでは（質量差との比較で崩壊寿命の長い Bs0中間子の
場合を除いて）有意にベル不等式を破るのに必要な時間差
ǻtが確保できなくなる．6）これを回避するには，対象とす
る統計集団を測定された崩壊時刻差に応じて限定すること
であり，それは条件付確率

1 2
1 2

,
1 2,

, , ,,
, , ,t t

A B

P A B t tP A B
P A B t t

（ ）（ ）=
（ ）

  （8）

を用いることに相当する．15）これにより，測定の相関は電
子スピンの場合と全くの同型になる：

1 2
Q Q

1 2 ,
,

, , cos ǻ ǻ .t t
A B

C t t ABP A B M t（ ）= （ ）=－ （ ）  （9）

この相関を用いてベル不等式の相関の組み合わせ Sを評価
すると，量子力学が正しければ，特定の時間差（t1－t2＝
t2－tƍ1＝tƍ2－t1＝ʌ��ǻM≈1.5 ps）の下でベル不等式の最大の

M. Pettini: Introduction to Cosmology — Lecture 10

FLUCTUATIONS IN THE COSMIC MICROWAVE
BACKGROUND

Figure 10.1: Temperature fluctuations of the Cosmic Microwave Background measured
by the Planck collaboration (2015), after subtracting the dipole due to the Earth’s motion
and the foreground emission from the Milky Way.

We have already mentioned several times that the anisotropies in the tem-
perature of the CMB radiation encode a host of cosmological parameters;
this is the attraction that has motivated successive space and ground-based
missions over the last fifty years to record the CMB sky with increasing
accuracy. In this lecture we shall look a little more closely at the analysis
of these fluctuations and the information they provide.

In general terms, we make a distinction between three main categories of
e↵ects that cause fluctuations in the temperature (and polarization, which
will not be discussed in these lectures) of the CMB. Primary fluctuations,
imprinted on the surface of last scattering at zdec. These fluctuations re-
flect density inhomogeneities which are the seeds from which the large-scale
structure of the Universe has evolved. They are thought to have their ori-
gin from random quantum fluctuations in the very early Universe, subse-
quently stretched by inflation into cosmic scales. Secondary fluctuations
are due to the interaction of some CMB photons (at a level of 1 in 104–105)
with matter on their way from the surface of last scattering to the nearby
Universe. Tertiary fluctuations, also called foregrounds, are e↵ects due to

1

BA
相関？

Bell不等式の破れ？
情報因果律の破れ？
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２．量子物理量：弱値 weak value

時間対称形式での量子力学
Y. Aharonov, et al. (1964)

prediction

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)
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|⟨φ|ψ⟩|2
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{
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+O(g3)
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Chapter 2

Review of time symmetric
formalism

2.1 Time symmetric formalism

　The one of the time symmetric formalisms of quantum mechanics was brought
by Y. Aharonov [8]. First, this time symmetric formalism is evoked though the
idea that what is predicted by quantum mechanics is not results of measurements
but only probability distributions which are expressed time symmetrically (con-
stant under changing symmetrically both initial and final states). Let |ψ〉 and
|φ〉 be initial and final state in the system. The probability amplitude of the
process from the initial state to the final state under some interactions is written
as,

〈φ|U(tf − ti)|ψ〉 (2.1)

where ti and tf represent the time of initial and final of the system. Generally,
we interpret this process as the unitary evolution of the initial state and the
projection measurement to the final state. However this process is also inter-
preted as the projection measurement to the state U(ti − tf )|φ〉. These two
interpretations imply that the probability of the quantum process is unchanged
under exchanging initial and final state. Quantum mechanics directly predicts
the probability of quantum processes, not the values of measurement results. We
have no reason to determine how measurements affect the system. The proba-
bility of quantum processes has time symmetric characteristics. If so, it must
be reachable to construct a time symmetrical formalism of quantum mechanics.

Recently, they reached to a time symmetric formulation of quantum
mechanics,“Two-state formalism of quantum mechanics” [9]. They formalized
the physical states by

℘̂(t) : = U(t− ti)|ψ〉〈φ|U †(t− tf ) (2.2)

where |ψ〉 is initial state, |φ〉 is final state of the quantum process. This state
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標準的な形式での量子力学

 状態の指定は、それ以後の時刻だけでな
く、それ以前において何が起きるかについ
ても影響を及ぼす ...

？
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物理量のスペクトル分解
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|⟨φ|an⟩|2|⟨an|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|ai⟩|2|⟨ai|ψ⟩|2

|⟨φ|EA
n |ψ⟩|2∑

i |⟨φ|EA
i |ψ⟩|2

p(E1 = 1|ψ,φ) = |⟨φ|1⟩⟨1|ψ⟩|2

|⟨φ|1⟩⟨1|ψ⟩|2 + |⟨φ|2⟩⟨2|ψ⟩+ ⟨φ|3⟩⟨3|ψ⟩|2 = 1

p(E2 = 1|ψ,φ) = |⟨φ|2⟩⟨2|ψ⟩|2

|⟨φ|2⟩⟨2|ψ⟩|2 + |⟨φ|1⟩⟨1|ψ⟩+ ⟨φ|3⟩⟨3|ψ⟩|2 = 1

p(E3 = 1|ψ,φ) = |⟨φ|3⟩⟨3|ψ⟩|2

|⟨φ|3⟩⟨3|ψ⟩|2 + |⟨φ|1⟩⟨1|ψ⟩+ ⟨φ|2⟩⟨2|ψ⟩|2 =
1

5

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

I :=
1

2
lim
s→0

1

P (s)

∂

∂s

[
P (s)−

∑

k

Pk(s)

]

= Im

[
Aw −

∑

k

Pk(0)

P (0)
Ak

w

]

∝ Imxw

|φ(s)⟩ = eisp|φ⟩ = eisp|xf ⟩ = |xf − s⟩

P (s) =
∑

k

Pk(s)+
∑

j ̸=k

Kk(s)K
∗
j (s) P1(s) P2(s) P3(s) PN
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標準的な形式での量子力学

強く測定

f(x) B |b⟩ A =
∑

n

anEn

B|b⟩ = b|b⟩

f(B) =

∫
f(b)|b⟩⟨b| db

Aw(B) =

∫
Aw(b)|b⟩⟨b| db =

∫ ⟨b|A|ψ⟩
⟨b|ψ⟩ |b⟩⟨b| db

(PA)w =
⟨φ|PA|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ ̸= 0 PA := |a⟩⟨a|

(PE)w = (PF )w = 0,

(PA)w ̸= 0, (PB)w ̸= 0, (PC)w ̸= 0,

ReAw(B) :=
Aw(B) +A†

w(B)

2
ImAw(B) :=

Aw(B)−A†
w(B)

2i

(A,B) := ⟨ψ|A†B|ψ⟩

(A,B) = (Aw(B), B)　 R < 1

Born rule

測定確率

Aharonov-Bergmann-Lebowitz (ABL) rule

Chapter 2

Review of time symmetric
formalism

2.1 Time symmetric formalism

　The one of the time symmetric formalisms of quantum mechanics was brought
by Y. Aharonov [8]. First, this time symmetric formalism is evoked though the
idea that what is predicted by quantum mechanics is not results of measurements
but only probability distributions which are expressed time symmetrically (con-
stant under changing symmetrically both initial and final states). Let |ψ〉 and
|φ〉 be initial and final state in the system. The probability amplitude of the
process from the initial state to the final state under some interactions is written
as,

〈φ|U(tf − ti)|ψ〉 (2.1)

where ti and tf represent the time of initial and final of the system. Generally,
we interpret this process as the unitary evolution of the initial state and the
projection measurement to the final state. However this process is also inter-
preted as the projection measurement to the state U(ti − tf )|φ〉. These two
interpretations imply that the probability of the quantum process is unchanged
under exchanging initial and final state. Quantum mechanics directly predicts
the probability of quantum processes, not the values of measurement results. We
have no reason to determine how measurements affect the system. The proba-
bility of quantum processes has time symmetric characteristics. If so, it must
be reachable to construct a time symmetrical formalism of quantum mechanics.

Recently, they reached to a time symmetric formulation of quantum
mechanics,“Two-state formalism of quantum mechanics” [9]. They formalized
the physical states by

℘̂(t) : = U(t− ti)|ψ〉〈φ|U †(t− tf ) (2.2)

where |ψ〉 is initial state, |φ〉 is final state of the quantum process. This state
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(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

|ψ⟩ = |xi⟩ |φ⟩ = |xf ⟩

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|ψ⟩|Ψ⟩ → e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ P

]
|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩ ≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2
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f(x) B |b⟩ A =
∑

n

anEn

B|b⟩ = b|b⟩

f(B) =

∫
f(b)|b⟩⟨b| db

Aw(B) =

∫
Aw(b)|b⟩⟨b| db =

∫ ⟨b|A|ψ⟩
⟨b|ψ⟩ |b⟩⟨b| db

(PA)w =
⟨φ|PA|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ ̸= 0 PA := |a⟩⟨a|

(PE)w = (PF )w = 0,

(PA)w ̸= 0, (PB)w ̸= 0, (PC)w ̸= 0,

ReAw(B) :=
Aw(B) +A†

w(B)

2
ImAw(B) :=

Aw(B)−A†
w(B)

2i

(A,B) := ⟨ψ|A†B|ψ⟩

(A,B) = (Aw(B), B)　 R < 1

強く測定

測定確率

f(x) B |b⟩ A =
∑

n

anEn　　 En = |an⟩⟨an|

p(A = an|ψ) = |⟨an|ψ⟩|2 = ⟨ψ|an⟩⟨an|ψ⟩

p(A = an|ψ) = ⟨ψ|En|ψ⟩

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|En|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|Ei|ψ⟩|2

f(B) =

∫
f(b)|b⟩⟨b| db

Aw(B) =

∫
Aw(b)|b⟩⟨b| db =

∫ ⟨b|A|ψ⟩
⟨b|ψ⟩ |b⟩⟨b| db

(PA)w =
⟨φ|PA|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ ̸= 0 PA := |a⟩⟨a|

(PE)w = (PF )w = 0,

(PA)w ̸= 0, (PB)w ̸= 0, (PC)w ̸= 0,

ReAw(B) :=
Aw(B) +A†

w(B)

2
ImAw(B) :=

Aw(B)−A†
w(B)

2i

f(x) B |b⟩ A =
∑

n

anEn　　 En = |an⟩⟨an|

p(A = an|ψ) = |⟨an|ψ⟩|2 = ⟨ψ|an⟩⟨an|ψ⟩

p(A = an|ψ) = ⟨ψ|En|ψ⟩

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|En|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|Ei|ψ⟩|2

f(B) =

∫
f(b)|b⟩⟨b| db

Aw(B) =

∫
Aw(b)|b⟩⟨b| db =

∫ ⟨b|A|ψ⟩
⟨b|ψ⟩ |b⟩⟨b| db

(PA)w =
⟨φ|PA|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ ̸= 0 PA := |a⟩⟨a|

(PE)w = (PF )w = 0,

(PA)w ̸= 0, (PB)w ̸= 0, (PC)w ̸= 0,

ReAw(B) :=
Aw(B) +A†

w(B)

2
ImAw(B) :=

Aw(B)−A†
w(B)

2i

f(x) B |b⟩ A =
∑

n

anEn　　 En = |an⟩⟨an|

p(A = an|ψ) = |⟨an|ψ⟩|2 = ⟨ψ|an⟩⟨an|ψ⟩

p(A = an|ψ) = ⟨ψ|En|ψ⟩

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|an⟩|2|⟨an|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|ai⟩|2|⟨ai|ψ⟩|2

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|En|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|Ei|ψ⟩|2

f(B) =

∫
f(b)|b⟩⟨b| db

Aw(B) =

∫
Aw(b)|b⟩⟨b| db =

∫ ⟨b|A|ψ⟩
⟨b|ψ⟩ |b⟩⟨b| db

(PA)w =
⟨φ|PA|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ ̸= 0 PA := |a⟩⟨a|

(PE)w = (PF )w = 0,

(PA)w ̸= 0, (PB)w ̸= 0, (PC)w ̸= 0,

f(x) B |b⟩ A =
∑

n

anEn　　 En = |an⟩⟨an|

p(A = an|ψ) = |⟨an|ψ⟩|2 = ⟨ψ|an⟩⟨an|ψ⟩

p(A = an|ψ) = ⟨ψ|En|ψ⟩

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|an⟩|2|⟨an|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|ai⟩|2|⟨ai|ψ⟩|2

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|En|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|Ei|ψ⟩|2

f(B) =

∫
f(b)|b⟩⟨b| db

Aw(B) =

∫
Aw(b)|b⟩⟨b| db =

∫ ⟨b|A|ψ⟩
⟨b|ψ⟩ |b⟩⟨b| db

(PA)w =
⟨φ|PA|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ ̸= 0 PA := |a⟩⟨a|

(PE)w = (PF )w = 0,

(PA)w ̸= 0, (PB)w ̸= 0, (PC)w ̸= 0,
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f(x) B |b⟩ A =
∑

n

anEn　　 En = |an⟩⟨an|

p(A = an|ψ) =
|⟨ψ|En|ψ⟩|2

|⟨ψ|ψ⟩|2

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|En|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|Ei|ψ⟩|2

f(B) =

∫
f(b)|b⟩⟨b| db

Aw(B) =

∫
Aw(b)|b⟩⟨b| db =

∫ ⟨b|A|ψ⟩
⟨b|ψ⟩ |b⟩⟨b| db

(PA)w =
⟨φ|PA|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ ̸= 0 PA := |a⟩⟨a|

(PE)w = (PF )w = 0,

(PA)w ̸= 0, (PB)w ̸= 0, (PC)w ̸= 0,

ReAw(B) :=
Aw(B) +A†

w(B)

2
ImAw(B) :=

Aw(B)−A†
w(B)

2i

(A,B) := ⟨ψ|A†B|ψ⟩

(A,B) = (Aw(B), B)　 R < 1



弱値：量子論的物理量
TEST SPACE

Aw :=

|ψ〉 |ψ〉〈ψ|
Γk Γs #=
O3 Ok Os

O = A(O1 ⊗O2 ⊗O3 ⊗ · · ·⊗Os)A

V1 V2 V3

(Γ, V ′)

C(a, b) =

∫
dλ ρ(λ)A(a,λ)B(b,λ)

A(a,λ) = ±1 B(b,λ) = ±1

B0 ↔ B̄0 Υ(4s)

Γ(tl) = e−tl/τB Γ(tr) = e−tr/τB

|tl − tr|
PS >

√
2(
√
2− 1) ≈ 0.59.

∆θ ∆t

Y. Aharonov, et al. (1988)
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⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|ψ⟩|Ψ⟩ → e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ P

]
|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩ ≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

3

for

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

事後選択後の測定器の状態

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|ψ⟩|Ψ⟩ → e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ P

]
|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩ ≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

3

１）間接測定

System

Meter

Interaction

e�igA⌦P

A

P

⌦

No

YesMeter

System

Meter

System

(entangled)

PVM

postselection preselection

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

?

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

(strong) 
measurement

Q
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III.    弱値の測り方：弱測定

for

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

事後選択後の測定器の状態

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|ψ⟩|Ψ⟩ → e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ P

]
|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩ ≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

3

１）間接測定

System

Meter

Interaction

e�igA⌦P

A

P

⌦

No

YesMeter

System

Meter

System

(entangled)

PVM

postselection preselection

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

?

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩

Aw =
⟨φ|A|ψ⟩
⟨φ|ψ⟩

A = σπ
4
:=

σz + σx√
2

(σπ
4
)w =

1 + 1√
2

= +
√
2 [−1,+1]

(σx)w =
⟨+x |σx|+z⟩
⟨+x |+z⟩ = +1

|+ z⟩ |+ x⟩ σz σx (σz)w = +1 (σx)w = +1

⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩

|Φ⟩ = ⟨φ|e−igA⊗P |ψ⟩|Ψ⟩ ≃ ⟨φ| [1− igA⊗ P ] |ψ⟩|Ψ⟩

= ⟨φ|ψ⟩
[
1− ig

⟨φ|A|ψ⟩ ⊗ P

⟨φ|ψ⟩

]
|Ψ⟩ = ⟨φ|ψ⟩ [1− igAwP ] |Ψ⟩

≃ ⟨φ|ψ⟩e−igAwP |Ψ⟩

t = 0 t = T + V (x) xw(t) ̸= xcl(t)

R C RI CI |φk⟩ |ψ⟩

|φ1⟩ |ψ⟩ |φ1⟩ |φ2⟩ |φ3⟩ α = 0, 1 α = 1/2

⟨A⟩ : H → R(A) ⊂ RI Aw : H⊗H → CI

∑

k

|⟨φk|ψ⟩|2
⟨φk|A|ψ⟩
⟨φk|ψ⟩

= ⟨ψ|A|ψ⟩

⟨φ1|A|ψ⟩
⟨φ1|ψ⟩

|b⟩

⟨φ2|A|ψ⟩
⟨φ2|ψ⟩

⟨φn|A|ψ⟩
⟨φn|ψ⟩

K(g) = ⟨φ|UA(g)|ψ⟩

Kk(g) = ⟨φ|UA(g)|χk⟩⟨χk|ψ⟩

|χ1⟩ |χ2⟩ |χ3⟩ p

2

(strong) 
measurement

Q
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III.    弱値の測り方：弱測定
一般に複素数



弱値の実部と虚部の間接測定

測定器の針の位置（期待値）

弱測定の前後での針の位置の変化

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

∆Q = ExQ(Φ)− ExQ(Ψ)

ExQ(Ψ) := ⟨Ψ|Q|Ψ⟩/∥Ψ∥2

d∆Q

dg

∣∣∣∣
g=0

= ReAw + C(Ψ) · ImAw,

with a constant,

C(Ψ) := Ex{Q,P}(Ψ)− 2ExQ(Ψ) · ExP (Ψ),

defined by the initial state |ψ⟩ of the meter, where {Q,P} :=
QP + PQ is the anticommutator. We also have

d∆P

dg

∣∣∣∣
g=0

= 2VarP (ψ) · ImAw,

where
V arX(ψ) := ExpX2(ψ)− (ExpX(ψ))2

(1) WV as relative correction to transition amplitude

P (g) = |⟨φ|UA(g)|ψ⟩|2 UA(g) = e−igA

P (g)

P (0)
=

|⟨φ|(1− igA− (g2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2gImAw + g2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(g3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

∆Q = ExQ(Φ)− ExQ(Ψ)

ExQ(Ψ) := ⟨Ψ|Q|Ψ⟩/∥Ψ∥2

d∆Q

dg

∣∣∣∣
g=0

= ReAw + C(Ψ) · ImAw,

with a constant,

C(Ψ) := Ex{Q,P}(Ψ)− 2ExQ(Ψ) · ExP (Ψ),

defined by the initial state |ψ⟩ of the meter, where {Q,P} :=
QP + PQ is the anticommutator. We also have

d∆P

dg

∣∣∣∣
g=0

= 2VarP (ψ) · ImAw,

where
VarP (ψ) := ExP 2(ψ)− (ExP (ψ))

2

K(s) := ⟨φ|UA(s)|ψ⟩

P (s) = |⟨φ|UA(s)|ψ⟩|2 UA(s) = e−isA P (s) = |K(s)|2

P (s)

P (0)
=

|⟨φ|(1− isA− (s2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2sImAw + s2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(s3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

∆Q = ExQ(Φ)− ExQ(Ψ) s|A|

ExQ(Ψ) := ⟨Ψ|Q|Ψ⟩/∥Ψ∥2

d∆Q

dg

∣∣∣∣
g=0

= ReAw + C(Ψ) · ImAw,

∆Q = g [ReAw + C(Ψ) · ImAw] +O(g2)

∆P = 2gVarP (ψ) · ImAw +O(g2)

C(Ψ) := Ex{Q,P}(Ψ)− 2ExQ(Ψ) · ExP (Ψ),
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gÂσ1 ΨMD(0, 0) e−igAwσ1ΨMD(0, 0)

ΨMD = ΨMD(θ,φ) = cos θ |0〉 + eiφ sin θ |1〉

Aw := A = B + C Aw = Bw + Cw

Aw := A = B C Aw = Bw Cw

Aw := A = a Aw = a

|ψ〉 |ψ〉〈ψ|

Γk Γs %=

O3 Ok Os

O = A(O1 ⊗ O2 ⊗ O3 ⊗ · · ·⊗ Os)A

dim(H) %= 2

(Γ, V ′)

Chapter 2

Review of time symmetric
formalism

2.1 Time symmetric formalism

　The one of the time symmetric formalisms of quantum mechanics was brought
by Y. Aharonov [8]. First, this time symmetric formalism is evoked though the
idea that what is predicted by quantum mechanics is not results of measurements
but only probability distributions which are expressed time symmetrically (con-
stant under changing symmetrically both initial and final states). Let |ψ〉 and
|φ〉 be initial and final state in the system. The probability amplitude of the
process from the initial state to the final state under some interactions is written
as,

〈φ|U(tf − ti)|ψ〉 (2.1)

where ti and tf represent the time of initial and final of the system. Generally,
we interpret this process as the unitary evolution of the initial state and the
projection measurement to the final state. However this process is also inter-
preted as the projection measurement to the state U(ti − tf )|φ〉. These two
interpretations imply that the probability of the quantum process is unchanged
under exchanging initial and final state. Quantum mechanics directly predicts
the probability of quantum processes, not the values of measurement results. We
have no reason to determine how measurements affect the system. The proba-
bility of quantum processes has time symmetric characteristics. If so, it must
be reachable to construct a time symmetrical formalism of quantum mechanics.

Recently, they reached to a time symmetric formulation of quantum
mechanics,“Two-state formalism of quantum mechanics” [9]. They formalized
the physical states by

℘̂(t) : = U(t− ti)|ψ〉〈φ|U †(t− tf ) (2.2)

where |ψ〉 is initial state, |φ〉 is final state of the quantum process. This state
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time symmetric formalism. We can get the probability by using the two-state
formalism which is described by the retarded state and the advanced state. We
must operate macroscopic subsystem only which interacts the measured system
in the measuring procedure.

The projective measurement lets us know which state the system is. After
the measurement, the system is fixed to the eigenstate of measured observable
with the eigenvalue which we get as the result. In quantum mechanics, the
projective measurement is explained by the interaction which makes correlation
between the system and the subsystem called ancilla. The interaction called von
Newmann interaction is written as Hint = Ap where A is a measured observable.
The initial state |ψ〉 is written as

∑
i ci|ai〉 with {|ai〉} which are eigenstates for

eigenvalues {ai} of A. If we prepare the initial ancilla state as |q = 0〉 localized
at q = 0, the state of all system becomes

∑
i ci|ai〉|q = ai〉 by the interaction.

The ancilla state which we can know is macroscopic state. When we know which
ancilla state is, the state collapse to the one of the eigenstates.

We now go back to the time symmetric formalism. For example, we con-
sider the projective measurement of the observable A which have {|wi〉} as
eigenstates (Fig 2.1). For simplicity, the eigenvalues of {|wi〉} are integers
i = · · · − 2,−1, 0, 1, 2, · · · . Let the initial state and the final state be

∑
i ci|wi〉

and
∑

j c
′
j|wj〉 by projective measurements. The initial state prepared at t = −T

and the final state is post-selected at t = +T . The interaction Hamiltonian Hint

is given as the von Newmann interaction.

Hint = δ(t)qA (2.8)

where q is the position of ancilla state. Since the observable A has discrete
integral eigenvalues, the canonical variable p takes discrete localized states which
are described as {|mi〉} after the interaction. The state |mi〉 means that it’s
momentum p is equal to i. For simplicity, The ancilla states prepared in |m0〉.
We select the final ancilla state as |m1〉. There is no Hamiltonian of the all
system without the interaction between ancilla and system at the measuring
point. Let the measurement be performed at t = 0. First, we see the evolution
of the retarded state of all system

∑
i ci|wi〉|m0〉. When the retarded state arrives

at the measurement point, the ancilla state makes a correlation with the system
state.

|ψ(t)〉 =
{ ∑

i ci|wi〉|m0〉 (−T < t < 0)∑
i ci|wi〉|mi〉 (0 < t < +T )

(2.9)

The advanced state evolves similarly but backward in time. The ancilla state
becomes the correlated state with the system state at the measurement point.

|φ(t)〉 =
{ ∑

j c
′
j|wj〉|m1〉 (0 < t < +T )∑

j c
′
j|wj〉|m1−j〉 (−T < t < 0)

(2.10)
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K(s) := ⟨φ|UA(s)|ψ⟩ an

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|an⟩|2|⟨an|ψ⟩|2∑
i |⟨φ|ai⟩|2|⟨ai|ψ⟩|2

|⟨φ|EA
n |ψ⟩|2∑

i |⟨φ|EA
i |ψ⟩|2

EA
i :=

∑

α

|ai,α⟩⟨ai,α|

Ei := |i⟩⟨i|

P (s) = |⟨φ|UA(s)|ψ⟩|2 UA(s) = e−isA P (s) = |K(s)|2

P (s)

P (0)
=

|⟨φ|(1− isA− (s2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2sImAw + s2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(s3)

|ψi⟩ → eiϕi |ψi⟩ i = 1, 2, 3

⟨ψ1|ψ2⟩⟨ψ2|ψ3⟩⟨ψ3|ψ1⟩

γ(ψ1,ψ2,ψ3) := arg⟨ψ1|ψ2⟩⟨ψ2|ψ3⟩⟨ψ3|ψ1⟩ = −Ω

2

γ(ψ1,ψ2,ψ3) = arg
⟨ψ1|ψ2⟩⟨ψ2|ψ3⟩

⟨ψ1|ψ3⟩

U(t)|ψ⟩ U †(T − t)|φ⟩ t Aw(t)

どの箱にも等確率 1/3 で球が存在する状況

K(s) := ⟨φ|UA(s)|ψ⟩ an

p(A = an|ψ,φ) =
|⟨φ|an⟩|2|⟨an|ψ⟩|2∑
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Y. Aharonov & L. Vaidman
JPA  (2001)
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・ 強い（射影）測定:  ABL rule
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= 0

= 0

p(A = an|ψ) =
|⟨an|ψ⟩|2∑
i |⟨ai|ψ⟩|2

⟨ψ|EA
n |ψ⟩∑

i⟨ψ|EA
i |ψ⟩

∑

n

p(A = an|ψ) = 1

∑

n

p(A = an|ψ,φ) = 1

pw(A = an|ψ,φ) =
⟨φ|EA

n |ψ⟩
⟨φ|ψ⟩ =: (En)w

∑

n

pw(A = an|ψ,φ) = 1

K(s) := ⟨φ|UA(s)|ψ⟩ an

p(A = an|ψ,φ) =
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p(E3 = 1|ψ,φ) = |⟨φ|3⟩⟨3|ψ⟩|2

|⟨φ|3⟩⟨3|ψ⟩|2 + |⟨φ|1⟩⟨1|ψ⟩+ ⟨φ|2⟩⟨2|ψ⟩|2 =
1

5
≠ 0

31 2

prob = 1 prob = 1 prob = 1/5 paradox?
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測定の状況を精確に指定すると

a)  各々の箱を個別に開いたとき

3∑

i=1

p(Ei = 1|ψ,φ) ̸= 1

p(E1 = 1|ψ,φ) =: Pr(E1 = 1|E1, 1− E1)

p(E2 = 1|ψ,φ) =: Pr(E2 = 1|E2, 1− E2)

p(E3 = 1|ψ,φ) =: Pr(E3 = 1|E3, 1− E3)

EA
i :=

∑

α

|ai,α⟩⟨ai,α|

Ei := |i⟩⟨i| (Ei)w (E1)w = 1, (E2)w = 1, (E3)w = −1
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a) , b) の差は状況依存性 (contextuality) ?
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31 2

prob = 1/3 prob = 1/3 prob = 1/3 No paradox

確率の和が１
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・弱測定では？
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Chapter 2

Review of time symmetric
formalism

2.1 Time symmetric formalism

　The one of the time symmetric formalisms of quantum mechanics was brought
by Y. Aharonov [8]. First, this time symmetric formalism is evoked though the
idea that what is predicted by quantum mechanics is not results of measurements
but only probability distributions which are expressed time symmetrically (con-
stant under changing symmetrically both initial and final states). Let |ψ〉 and
|φ〉 be initial and final state in the system. The probability amplitude of the
process from the initial state to the final state under some interactions is written
as,

〈φ|U(tf − ti)|ψ〉 (2.1)

where ti and tf represent the time of initial and final of the system. Generally,
we interpret this process as the unitary evolution of the initial state and the
projection measurement to the final state. However this process is also inter-
preted as the projection measurement to the state U(ti − tf )|φ〉. These two
interpretations imply that the probability of the quantum process is unchanged
under exchanging initial and final state. Quantum mechanics directly predicts
the probability of quantum processes, not the values of measurement results. We
have no reason to determine how measurements affect the system. The proba-
bility of quantum processes has time symmetric characteristics. If so, it must
be reachable to construct a time symmetrical formalism of quantum mechanics.

Recently, they reached to a time symmetric formulation of quantum
mechanics,“Two-state formalism of quantum mechanics” [9]. They formalized
the physical states by

℘̂(t) : = U(t− ti)|ψ〉〈φ|U †(t− tf ) (2.2)

where |ψ〉 is initial state, |φ〉 is final state of the quantum process. This state
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time symmetric formalism. We can get the probability by using the two-state
formalism which is described by the retarded state and the advanced state. We
must operate macroscopic subsystem only which interacts the measured system
in the measuring procedure.

The projective measurement lets us know which state the system is. After
the measurement, the system is fixed to the eigenstate of measured observable
with the eigenvalue which we get as the result. In quantum mechanics, the
projective measurement is explained by the interaction which makes correlation
between the system and the subsystem called ancilla. The interaction called von
Newmann interaction is written as Hint = Ap where A is a measured observable.
The initial state |ψ〉 is written as

∑
i ci|ai〉 with {|ai〉} which are eigenstates for

eigenvalues {ai} of A. If we prepare the initial ancilla state as |q = 0〉 localized
at q = 0, the state of all system becomes

∑
i ci|ai〉|q = ai〉 by the interaction.

The ancilla state which we can know is macroscopic state. When we know which
ancilla state is, the state collapse to the one of the eigenstates.

We now go back to the time symmetric formalism. For example, we con-
sider the projective measurement of the observable A which have {|wi〉} as
eigenstates (Fig 2.1). For simplicity, the eigenvalues of {|wi〉} are integers
i = · · · − 2,−1, 0, 1, 2, · · · . Let the initial state and the final state be

∑
i ci|wi〉

and
∑

j c
′
j|wj〉 by projective measurements. The initial state prepared at t = −T

and the final state is post-selected at t = +T . The interaction Hamiltonian Hint

is given as the von Newmann interaction.

Hint = δ(t)qA (2.8)

where q is the position of ancilla state. Since the observable A has discrete
integral eigenvalues, the canonical variable p takes discrete localized states which
are described as {|mi〉} after the interaction. The state |mi〉 means that it’s
momentum p is equal to i. For simplicity, The ancilla states prepared in |m0〉.
We select the final ancilla state as |m1〉. There is no Hamiltonian of the all
system without the interaction between ancilla and system at the measuring
point. Let the measurement be performed at t = 0. First, we see the evolution
of the retarded state of all system

∑
i ci|wi〉|m0〉. When the retarded state arrives

at the measurement point, the ancilla state makes a correlation with the system
state.

|ψ(t)〉 =
{ ∑

i ci|wi〉|m0〉 (−T < t < 0)∑
i ci|wi〉|mi〉 (0 < t < +T )

(2.9)

The advanced state evolves similarly but backward in time. The ancilla state
becomes the correlated state with the system state at the measurement point.

|φ(t)〉 =
{ ∑

j c
′
j|wj〉|m1〉 (0 < t < +T )∑

j c
′
j|wj〉|m1−j〉 (−T < t < 0)

(2.10)
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２）期待値との関係
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【１　研究目的、研究方法など（つづき） 】 基盤研究（Ｃ）（一般） ２
「弱い（小さな）」ものではない。実のところ、定義式 (1)から明らかなように、事前・事後の選択
状態の選び方により、弱値Awは物理量Aの理想的な（強い）測定で得られる測定値（演算子A

の固有値）の範囲を超えることが可能になる [1]。このような弱値の増幅現象を利用した精密測定
により、光の量子ホール効果の検証やレーザー光の超高精度角度測定など [2]、従来の測定に較べ
て数百から数千倍の精度が報告された。これらの成功に触発されて、現在までに速度、位相、時
間、温度など、様々な物理量の精密測定が精力的に行われるようになってきている。
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図 1: 弱値の（間接）測定：対象系と測定器系を弱
く相互作用させ、事後選択を経て弱値Awを得る。

弱値のもう一つの有用性は、パラドックス
的な量子現象に整合的な解釈を与える点にあ
る。量子もつれ状態にある量子系では、伝統
的な局所実在性の観点からは説明のつかない
現象が生じることがあり、３つ箱のパラドッ
クスやハーディのパラドックスなどがその典
型例として知られている [3]。これらの現象
の分析では粒子の存在に対応する射影演算
子が物理量Aの役割を果たすことになるが、
強い測定で行うように Aの固有値が +1の
場合に存在、0の場合に無存在を割り当てる
と論理的な矛盾が生じる。ところが固有値の
代わりに弱値 Aw を用いると、+1、0の他に →1という ‘負の存在’とでも呼ぶべき値が得られ、
論理的に破綻の無い説明が可能になる。この ‘負の存在’ については、アハロノフ自身は実効的に
（荷電や質量などの）物理的性質が元の粒子とは逆になる状態だと解釈している。
しかしながら、定義 (1)から明らかなように弱値 Aw は一般に複素数値を取り得る。それにも拘わらず、上のいずれの場合にも実数値としての弱値 Aw しか考慮されていない。射影演算子 A

の期待値は実数区間 [0, 1]の値を取ることから、量子力学ではこれに（存在）確率を対応させるの
が標準的（Born則）であり、弱値に対しても実数値を取る擬確率として解釈されることが多い。
その背景には、次のような事情もある。まず、状態 |ψ〉の下での物理量Aの期待値を任意の完全
系 {|φi〉 ; i = 1, 2, . . .}を用いて書き直すと、完全性の条件∑

i |φi〉 〈φi| = 1より
〈ψ|A|ψ〉 =

∑

i

〈ψ|φi〉〈φi|A|ψ〉 =
∑

i

|〈ψ|φi〉|2
〈φi|A|ψ〉
〈φi|ψ〉

=
∑

i

|〈ψ|φi〉|2Aw (2)

となる。上式の最後のAwは |φi〉を終状態とする弱値であり、この関係式は、始状態 |ψ〉から様々
な終状態 |φi〉に至る遷移過程での物理量Aの値（= Aw）を遷移確率 |〈ψ|φi〉|2で平均すると期待値に等しくなることを示す。ここで両辺の実部を取れば、左辺の期待値は変わらず、右辺の弱値
のみ実部Re(Aw)に置き換わる。つまり、期待値の観点からは弱値の実部のみが重要になる [4]。
ところが、2019年に弱値の虚部 Im(Aw)の意味が議論されるようになって、これまでの認識が変わってきた。その契機となったのは、固有値の範囲を逸脱する ‘異常な’弱値は、局所実在性の否定につ

ながる物理量の状況依存性（contextuality）と関連しており、複素数値の弱値がこれに関与している
ことの発見である [5]。また同年、それまで実部と虚部を測定器系の（針の位置と運動量など）非可換
な物理量の測定により複素数値としての弱値を得ていたのを、同時測定によって一度に弱値を得る
方法が開発され [6]、複素数としての弱値の統一的な理解への道が拓かれた。これは従来からの弱
値の間接測定（図 1）を用いるものであるが、2023年になって、申請者は形式的に測定器を用い
ない直接測定では、複素数値としての一体的な弱値が求められることを見つけた [7]。これは、一
般の複素数値としての弱値に対する物理的解釈を確立するための突破口が開いたことを意味する。
このような学術的背景の下、本研究では核心をなす学術的「問い」を

• 量子力学における「弱値」の物理的意味とは何だろうか
としている。つまり、これまで議論されてきた実数性の壁を取り払い、（概念的曖昧さの伴う）擬
確率の問題からも自由な弱値の統一像とは何かということである（従来の弱値解釈は図 2参照）。
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弱値のもう一つの有用性は、パラドックス
的な量子現象に整合的な解釈を与える点にあ
る。量子もつれ状態にある量子系では、伝統
的な局所実在性の観点からは説明のつかない
現象が生じることがあり、３つ箱のパラドッ
クスやハーディのパラドックスなどがその典
型例として知られている [3]。これらの現象
の分析では粒子の存在に対応する射影演算
子が物理量Aの役割を果たすことになるが、
強い測定で行うように Aの固有値が +1の
場合に存在、0の場合に無存在を割り当てる
と論理的な矛盾が生じる。ところが固有値の
代わりに弱値 Aw を用いると、+1、0の他に →1という ‘負の存在’とでも呼ぶべき値が得られ、
論理的に破綻の無い説明が可能になる。この ‘負の存在’ については、アハロノフ自身は実効的に
（荷電や質量などの）物理的性質が元の粒子とは逆になる状態だと解釈している。
しかしながら、定義 (1)から明らかなように弱値 Aw は一般に複素数値を取り得る。それにも拘わらず、上のいずれの場合にも実数値としての弱値 Aw しか考慮されていない。射影演算子 A

の期待値は実数区間 [0, 1]の値を取ることから、量子力学ではこれに（存在）確率を対応させるの
が標準的（Born則）であり、弱値に対しても実数値を取る擬確率として解釈されることが多い。
その背景には、次のような事情もある。まず、状態 |ψ〉の下での物理量Aの期待値を任意の完全
系 {|φi〉 ; i = 1, 2, . . .}を用いて書き直すと、完全性の条件∑

i |φi〉 〈φi| = 1より
〈ψ|A|ψ〉 =

∑

i

〈ψ|φi〉〈φi|A|ψ〉 =
∑

i

|〈ψ|φi〉|2
〈φi|A|ψ〉
〈φi|ψ〉

=
∑

i

|〈ψ|φi〉|2Aw (2)

となる。上式の最後のAwは |φi〉を終状態とする弱値であり、この関係式は、始状態 |ψ〉から様々
な終状態 |φi〉に至る遷移過程での物理量Aの値（= Aw）を遷移確率 |〈ψ|φi〉|2で平均すると期待値に等しくなることを示す。ここで両辺の実部を取れば、左辺の期待値は変わらず、右辺の弱値
のみ実部Re(Aw)に置き換わる。つまり、期待値の観点からは弱値の実部のみが重要になる [4]。
ところが、2019年に弱値の虚部 Im(Aw)の意味が議論されるようになって、これまでの認識が変わってきた。その契機となったのは、固有値の範囲を逸脱する ‘異常な’弱値は、局所実在性の否定につ

ながる物理量の状況依存性（contextuality）と関連しており、複素数値の弱値がこれに関与している
ことの発見である [5]。また同年、それまで実部と虚部を測定器系の（針の位置と運動量など）非可換
な物理量の測定により複素数値としての弱値を得ていたのを、同時測定によって一度に弱値を得る
方法が開発され [6]、複素数としての弱値の統一的な理解への道が拓かれた。これは従来からの弱
値の間接測定（図 1）を用いるものであるが、2023年になって、申請者は形式的に測定器を用い
ない直接測定では、複素数値としての一体的な弱値が求められることを見つけた [7]。これは、一
般の複素数値としての弱値に対する物理的解釈を確立するための突破口が開いたことを意味する。
このような学術的背景の下、本研究では核心をなす学術的「問い」を

• 量子力学における「弱値」の物理的意味とは何だろうか
としている。つまり、これまで議論されてきた実数性の壁を取り払い、（概念的曖昧さの伴う）擬
確率の問題からも自由な弱値の統一像とは何かということである（従来の弱値解釈は図 2参照）。
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【１　研究目的、研究方法など（つづき） 】 基盤研究（Ｃ）（一般） ３
この問いに答えることで、これまで量子の特性として議論の俎上に登ってきた非局所性、非実在
性、状況依存性といった性質と、弱値の実部や虚部がどのように関連しているのかを見定めたい。
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【１　研究目的、研究方法など（つづき） 】 基盤研究（Ｃ）（一般） ２
の概念に辿り着いたが、これは決して想像上のものではなく、量子系に殆ど影響を及ぼさない程
度の弱い測定相互作用の下で実際に測定することができる（図 1参照）。その観点から、弱値を
測定する過程を弱測定（Weak Measurement）と呼び、弱値の名もこれに因むものであるが、そ
の名とは異なり弱値の値は必ずしも「弱い（小さな）」わけではない。実のところ、定義式 (1)か
ら明らかなように、事前・事後の選択状態を調整することで、弱値Awは通常の物理量Aに想定
される測定値の範囲、すなわち（強い測定相互作用の下で測定される）物理量演算子A固有値の
範囲を超えることが可能であり、例えば弱値を考えれば、電子のスピンの大きさは通常の値 h̄/2

を遥かに超えて 100h̄になり得る [1]。このような弱値による物理量の増幅に基づく精密測定によ
り、光の量子ホール効果の検証 [2]やレーザー光の超高精度角度測定 [3]など、従来の測定に較べ
て数百から数千倍の精度が報告された。これらの成功に触発されて、現在までに速度、位相、時
間、温度など、様々な物理量の精密測定が精力的に行われるようになってきている。

System

Meter

Interaction

e
−igA⊗P

A

P

⊗

No

YesMeter

System

Meter

System

(entangled)

PVM

postselection preselection

⟨
P |Ψ⟩

|A|ψ⟩|φ⟩ ?
|φ⟩

|Φ⟩

図 1: 弱値の（間接）測定：事前選択状態にした
対象系と測定器系を弱く相互作用させ、事後選択
を行って弱値Awを得る。

弱値のもう一つの有用性は、量子力学に特
有なパラドックス的な現象に対する整合的な
解釈を与える点にある。量子もつれ状態にあ
る量子系では、粒子と波動の二重性に起因し
て伝統的な局所実在性の観点からは説明のつ
かない現象が生じることがあり、３つ箱のパ
ラドックス [4]、ハーディのパラドックス [5]、
量子チェシャ猫のパラドックス [6]などがそ
の典型例として知られている。これらの現象
の分析には、量子論的な粒子の存在に対応す
る射影演算子が物理量 Aに対応することに
なるが、通例のように Aの固有値が +1の
場合に存在、0の場合に非存在を割り当てる
と局所実在性と矛盾し、パラドックス的な状
況が生じる。これに対して、弱値Awを用いると+1、0の他に−1という ‘負の存在’とでも呼ぶべき値が得られ、局所実在性を保持した形で
の説明が可能になる。なお、この−1という ‘負の存在’ については、アハロノフ自身は ‘負の物理
的性質’（荷電や質量などの物理的性質が元の粒子とは反対）として解釈している。
ここで注目すべきは、その定義式 (1)から明らかなように、弱値 Aw は一般には複素数値を取るにも拘わらず、上いずれの場合にも、実数値としての弱値Awしか考慮していないことである。射影演算子 Aについては、その期待値は実数値の区間 [0, 1]を取ることから、量子力学ではこれ

に（存在）確率を対応させことが標準的（Born則）であり、弱値に対してもこれを実数全体に拡
張した擬確率としての解釈が行われることが多い。実数値としての弱値を重視する理由は、次の
ように議論される。まず、状態 |ψ⟩の下での物理量Aの期待値を適当な完全系 {|φi⟩ ; i = 1, 2, . . .}
を用いて書き直すと、完全性の条件∑

i |φi⟩ ⟨φi| = 1より
⟨ψ|A|ψ⟩ =

∑

i

⟨ψ|φi⟩⟨φi|A|ψ⟩ =
∑

i

|⟨ψ|φi⟩|2
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=
∑

i

|⟨ψ|φi⟩|2Aw (2)

となる。上式の最後のAwは |φi⟩を事後選択状態とする弱値であり、この関係式は、始状態 |ψ⟩か
ら様々な終状態 |φi⟩に至る遷移過程における物理量Aの値（= Aw）を遷移確率 |⟨ψ|φi⟩|2で平均すると期待値に等しくなることを示す。ここで両辺の実部を取れば、左辺の実数値である期待値
はそのままで、右辺の弱値のみ実部 Re(Aw)に置き換わる。つまり、期待値に基づく統計的な観点からは、弱値の実部のみが重要になることが分かる [8]。
ところが、2019年になって弱値の虚部 Im(Aw)の意味が議論されるようになり、これまでの認識が変わりつつある。その契機となったのは、固有値の範囲を逸脱する ‘異常な’弱値（anomalous WV）

は、物理量の局所実在性の否定につながる状況依存性（contextuality）と関連しており、一般に複
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（古典）確率解釈可能

図 2: 射影演算子の弱値：固有値+1、0はそれぞ
れ存在の有無に対応し、→1は ‘負の存在’に対応。
区間 [0, 1]に対しては古典確率として解釈可能。

最後に、本研究課題で扱う弱値の量子物理
量としての ‘もっともらしさ’の根拠を二つ挙
げておく。その一つは、弱値の統計的正当性
である。これは式 (2)において、終状態 |φi〉が物理量Aの固有値 aiの固有状態の場合には、期待値は aiに遷移確率を掛けた標準的な等式 〈ψ|A|ψ〉 =

∑
i |〈ψ|φi〉|2aiになることで、弱値による関係式 (2)が統計的に自然な

拡張であることを示している。
もう一つの根拠は、その定義 (1) から明

らかなように、弱値 Aw は事前・事後選択状態の任意の位相変換 |ψ〉 → eiθ |ψ〉 及び
|φ〉 → eiϕ |φ〉 の下で不変であり、さらに
幾何学的位相とも関係していることである
[8]。この弱値のゲージ不変性と幾何学性は、
量子力学における観測可能量の重要な要件であり、弱値 Aw が確固たる物理的意義を持つことを示す。これらの根拠からも、上の学術的「問い」は、量子物理に特徴的な現象を深く理解する上
で、避けることのできない重要な問いであることが理解される。またこの問いに対する回答は、
今後、例えば量子論と重力理論との統合を考える上で、有益な視点を与えるものと期待される。
（２）本研究の目的および学術的独自性と創造性
本研究の目的は、上で述べた核心をなす学術的「問い」に答を提供すること、すなわち、複素

数値としての弱値の物理的意義に統一的な解釈を与えることにある。具体的な研究テーマとして
は次の３つを設定し、それぞれの学術的独自性と創造性を次のように要約する。
１）弱値の直接測定に基づく物理的意義の探究：従来の弱値の物理的意義の研究では、殆どの場
合、測定器との相互作用モデルを前提にする間接測定に基づく考察がなされてきたが、モデル選
択の不定性のために弱値の意義が曖昧にならざるを得ない欠点があった。本研究では、この欠点
を解消するため、曖昧さの無い直接測定による弱値の物理的意義を考察する。
２）弱値の物理的意義の検証実験の提案：量子力学の基礎概念の解釈については、その是非を検証
する手段が必須になる。本研究では、具体的な検証実験に向けて、新たに素粒子物理と物性物理
分野から実施可能な方法を提案する。これには素粒子の状態遷移や磁性体の相関等が対象になる
が、量子共鳴現象が弱値の直接測定に適用できることから、これを援用した検証実験を提案する。
３）非統計量としての弱値解釈の検討：弱値は測定結果の統計的な値として得られるが、弱い測
定では擾乱は無いと想定され、得られた弱値は測定時の実在量だと見なされるとアハロノフは主
張している。本研究では 2）の実証実験の提案を通して、この考えの是非を明らかにしたい。
（３）関連分野の研究動向と本研究の位置づけ
弱値・弱測定の研究は米国の複数の研究グループを中心として、英国、オーストラリア、イス

ラエル、日本の研究者らが研究を推進しているのが世界的な現状である。弱測定の精密測定への
応用の点では日本はこれらの国々に後れを取ったが、弱値の統計性や擬確率との関係、ゲージ不
変性や幾何学性などの点では、日本が世界をリードしている。その中にあって、研究代表者はこ
れまで弱値による粒子の軌跡や不確定性関係との関連性などについて研究を行ってきた。本研究
では、弱値の物理的意義についての従来の知見を整理し、複素平面上の弱値の新たな解釈の可能
性を探るもので、これまでの統計的・確率論的な議論とは一線を画したものになっている。
（4）本研究で何をどのように、どこまで明らかにしようとするのか

【１　研究目的、研究方法など（つづき） 】 基盤研究（Ｃ）（一般） ３
この問いに答えることで、これまで量子の特性として議論の俎上に登ってきた非局所性、非実在
性、状況依存性といった性質と、弱値の実部や虚部がどのように関連しているのかを見定めたい。
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【１　研究目的、研究方法など（つづき） 】 基盤研究（Ｃ）（一般） ２
の概念に辿り着いたが、これは決して想像上のものではなく、量子系に殆ど影響を及ぼさない程
度の弱い測定相互作用の下で実際に測定することができる（図 1参照）。その観点から、弱値を
測定する過程を弱測定（Weak Measurement）と呼び、弱値の名もこれに因むものであるが、そ
の名とは異なり弱値の値は必ずしも「弱い（小さな）」わけではない。実のところ、定義式 (1)か
ら明らかなように、事前・事後の選択状態を調整することで、弱値Awは通常の物理量Aに想定
される測定値の範囲、すなわち（強い測定相互作用の下で測定される）物理量演算子A固有値の
範囲を超えることが可能であり、例えば弱値を考えれば、電子のスピンの大きさは通常の値 h̄/2

を遥かに超えて 100h̄になり得る [1]。このような弱値による物理量の増幅に基づく精密測定によ
り、光の量子ホール効果の検証 [2]やレーザー光の超高精度角度測定 [3]など、従来の測定に較べ
て数百から数千倍の精度が報告された。これらの成功に触発されて、現在までに速度、位相、時
間、温度など、様々な物理量の精密測定が精力的に行われるようになってきている。
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図 1: 弱値の（間接）測定：事前選択状態にした
対象系と測定器系を弱く相互作用させ、事後選択
を行って弱値Awを得る。

弱値のもう一つの有用性は、量子力学に特
有なパラドックス的な現象に対する整合的な
解釈を与える点にある。量子もつれ状態にあ
る量子系では、粒子と波動の二重性に起因し
て伝統的な局所実在性の観点からは説明のつ
かない現象が生じることがあり、３つ箱のパ
ラドックス [4]、ハーディのパラドックス [5]、
量子チェシャ猫のパラドックス [6]などがそ
の典型例として知られている。これらの現象
の分析には、量子論的な粒子の存在に対応す
る射影演算子が物理量 Aに対応することに
なるが、通例のように Aの固有値が +1の
場合に存在、0の場合に非存在を割り当てる
と局所実在性と矛盾し、パラドックス的な状
況が生じる。これに対して、弱値Awを用いると+1、0の他に−1という ‘負の存在’とでも呼ぶべき値が得られ、局所実在性を保持した形で
の説明が可能になる。なお、この−1という ‘負の存在’ については、アハロノフ自身は ‘負の物理
的性質’（荷電や質量などの物理的性質が元の粒子とは反対）として解釈している。
ここで注目すべきは、その定義式 (1)から明らかなように、弱値 Aw は一般には複素数値を取るにも拘わらず、上いずれの場合にも、実数値としての弱値Awしか考慮していないことである。射影演算子 Aについては、その期待値は実数値の区間 [0, 1]を取ることから、量子力学ではこれ

に（存在）確率を対応させことが標準的（Born則）であり、弱値に対してもこれを実数全体に拡
張した擬確率としての解釈が行われることが多い。実数値としての弱値を重視する理由は、次の
ように議論される。まず、状態 |ψ⟩の下での物理量Aの期待値を適当な完全系 {|φi⟩ ; i = 1, 2, . . .}
を用いて書き直すと、完全性の条件∑

i |φi⟩ ⟨φi| = 1より
⟨ψ|A|ψ⟩ =

∑

i

⟨ψ|φi⟩⟨φi|A|ψ⟩ =
∑
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=
∑

i

|⟨ψ|φi⟩|2Aw (2)

となる。上式の最後のAwは |φi⟩を事後選択状態とする弱値であり、この関係式は、始状態 |ψ⟩か
ら様々な終状態 |φi⟩に至る遷移過程における物理量Aの値（= Aw）を遷移確率 |⟨ψ|φi⟩|2で平均すると期待値に等しくなることを示す。ここで両辺の実部を取れば、左辺の実数値である期待値
はそのままで、右辺の弱値のみ実部 Re(Aw)に置き換わる。つまり、期待値に基づく統計的な観点からは、弱値の実部のみが重要になることが分かる [8]。
ところが、2019年になって弱値の虚部 Im(Aw)の意味が議論されるようになり、これまでの認識が変わりつつある。その契機となったのは、固有値の範囲を逸脱する ‘異常な’弱値（anomalous WV）

は、物理量の局所実在性の否定につながる状況依存性（contextuality）と関連しており、一般に複
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最後に、本研究課題で扱う弱値の量子物理
量としての ‘もっともらしさ’の根拠を二つ挙
げておく。その一つは、弱値の統計的正当性
である。これは式 (2)において、終状態 |φi〉が物理量Aの固有値 aiの固有状態の場合には、期待値は aiに遷移確率を掛けた標準的な等式 〈ψ|A|ψ〉 =

∑
i |〈ψ|φi〉|2aiになることで、弱値による関係式 (2)が統計的に自然な

拡張であることを示している。
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|φ〉 → eiϕ |φ〉 の下で不変であり、さらに
幾何学的位相とも関係していることである
[8]。この弱値のゲージ不変性と幾何学性は、
量子力学における観測可能量の重要な要件であり、弱値 Aw が確固たる物理的意義を持つことを示す。これらの根拠からも、上の学術的「問い」は、量子物理に特徴的な現象を深く理解する上
で、避けることのできない重要な問いであることが理解される。またこの問いに対する回答は、
今後、例えば量子論と重力理論との統合を考える上で、有益な視点を与えるものと期待される。
（２）本研究の目的および学術的独自性と創造性
本研究の目的は、上で述べた核心をなす学術的「問い」に答を提供すること、すなわち、複素

数値としての弱値の物理的意義に統一的な解釈を与えることにある。具体的な研究テーマとして
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大

K(s) := ⟨φ|UA(s)|ψ⟩

P (s) = |⟨φ|UA(s)|ψ⟩|2 UA(s) = e−isA P (s) = |K(s)|2

P (s)

P (0)
=

|⟨φ|(1− isA− (s2/2)A2 + · · ·)|ψ⟩|2

|⟨φ|ψ⟩|2

= 1 + 2sImAw + s2
{
|Aw|2 − Re(A2)w

}
+O(s3)

g|Aw| ≪ 1 |φ⟩ Ψ(Q) Φ(Q) Q

∆Q = ExQ(Φ)− ExQ(Ψ) s|A|

ExQ(Ψ) := ⟨Ψ|Q|Ψ⟩/∥Ψ∥2

d∆Q

dg

∣∣∣∣
g=0

= ReAw + C(Ψ) · ImAw,

∆Q = g [ReAw + C(Ψ) · ImAw] +O(g2)

∆P = 2gVarP (ψ) · ImAw +O(g2)

C(Ψ) := Ex{Q,P}(Ψ)− 2ExQ(Ψ) · ExP (Ψ),

defined by the initial state |ψ⟩ of the meter, where {Q,P} :=
QP + PQ is the anticommutator. We also have

d∆P

dg

∣∣∣∣
g=0

= 2VarP (ψ) · ImAw,

調整可能 (増幅による拡大)
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whose meaning is obvious, and the theoretical uncer-
tainty,

ϵth :=
∣∣∣⟨ζ|X|ζ⟩app −X∞

∣∣∣ , (22)

which is understood for the reason that X∞ = ⟨ζ|X|ζ⟩
provided that the theoretical model is accurate, as we
have stated just before. Each of the two uncertainties
are further analyzed as follows.

First, the experimental uncertainty may be classified
into two distinct types of uncertainty according to the
inequality,

ϵexp(n) ≤ ϵint(n) + ϵst(n), (23)

with the intractable uncertainty,

ϵint(n) := |X̃n −Xn|, (24)

and the statistical uncertainty,

ϵst(n) := |Xn −X∞|. (25)

These two types of uncertainties can be dealt with more
explicitly by introducing schemes appropriate for the ex-
perimental setups one adopts.

Second, the theoretical uncertainty (22) can also be
decomposed into two distinct types of uncertainty,

ϵth ≤ ϵmod + ϵapp, (26)

with the model uncertainty,

ϵmod := |⟨ζ|X|ζ⟩ −X∞| , (27)

and the approximation uncertainty,

ϵapp :=
∣∣∣⟨ζ|X|ζ⟩app − ⟨ζ|X|ζ⟩

∣∣∣ . (28)

When the theoretical model of description over the mea-
surement interaction, time development, and the states
used for both the preselection and postselection, is ex-
act, the model uncertainty vanishes due to the law of
large numbers.

These provide the upper bound for the operational un-
certainty,

ϵop(n) ≤ ϵint(n) + ϵst(n) + ϵmod + ϵapp. (29)

B. Uncertainty under the Fluctuation of the
Output Number

At this point, we need to take account of the actual
experimental situation of weak measurement where we
cannot specify the number n of outputs on account of

the fact that the positive results of postselection are not
guaranteed for which we retrieve the meter variable X.
One may cope with this situation by resorting the pro-
cedure where one performs a fixed number N of trials
of postselection and considers the probability distribu-
tion P (n) of the number n of getting positive results out
of N . This yields the average position of the measured
meter position,

X̃N :=
N∑

n=1

P (n) X̃n. (30)

With this, we may define the operational uncertainty av-
eraged over the fluctuation,

ϵ̄op :=
∣∣∣X̃N − ⟨ζ|X|ζ⟩app

∣∣∣ . (31)

Obviously, if we repeat our same argument given above,
we end up with the inequality,

ϵ̄op ≤ ϵ̄int + ϵ̄st + ϵmod + ϵapp, (32)

where now we have

ϵ̄int := |X̃N −XN |, (33)

with

XN :=
N∑

n=1

P (n)Xn, (34)

and

ϵ̄st := |XN −X∞|. (35)

In the present case of weak measurement, the probabil-
ity distribution P (n) is furnished in the following man-
ner. Let q be the success rate of getting positive output
in the postselection,

q := || ⟨φ|U(θ) |ψ⟩ |χ⟩ ||2. (36)

Then, the probability distribution of the success number
n is described by the binomial distribution,

P (n) = Bi(n;N, q) :=

(
N

n

)
qn(1− q)N−n, (37)

where
(
N

n

)
:=

N !

n!(N − n)!
(38)

with n = 0, . . . , N .

C. Uncertainty Analysis

In the actual experiment, in order to evaluate the four
types of uncertainties introduced here, we need to pro-
vide a model for each of them such that they represent
the respective uncertainties appearing in the experiment
reasonably well. To this end, we shall adopt the following
set of models:
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(49) for q = 1. It is intuitively clear that the lower-bound
function (48) is a monotonically increasing function with
respect to all of its parameters κ, N and q. For a rigorous
proof of the monotonicity, see Appendix D.

Employing a similar argument used for solving η in
favor of κ in (45), thanks to the monotonicity of the
function r(κ;N) we can solve η = r(κ;N) to obtain its
solution κ(η;N, q) which is then used to transform (49)
into

ϵ̄st ≤ κ(η;N, q). (50)

This shows that the statistical uncertainty on average is
guaranteed to be bounded from above with probability
not less than η. Due to the monotonicity of the lower-
bound function (48), it is straightforward to see by defini-
tion that κ(η;N, q) increases monotonically with respect
to η, while it decreases monotonically with respect to N
and q.

3. Model Uncertainty

We now turn to the theoretical uncertainty given by
(22). First, for the model uncertainty ϵmod in (27), we
assume that our model is exact enough so that it can
be ignored safely, ϵmod = 0. In fact, one may argue that
the two experiments which we analyze require reasonably
simple settings allowing for the theoretical modeling with
relatively simple construction.

4. Approximation Uncertainty

As for the approximation uncertainty ϵapp in (28), we
just consider the uncertainty that arises from our ap-
proximation of using only the first order of the coupling
parameter θ for the evaluation of the meter shift. This
is expected to be a dominant factor for the uncertainty,
given that the amplification of the weak value is expected
to ruin the linear approximation when it is taken to be
too large. On account of this, in the present paper our
approximation uncertainty may just consist of the differ-
ence between the linear approximation (11) and the full
result.

ϵapp =
∣∣∣∆(1)

w (θ)−∆w(θ)
∣∣∣ . (51)

D. Relative Uncertainty

Combining all the upper bounds mentioned above, the
total operational uncertainty under the presence of fluc-

tuation is bounded by

ϵ̄op ≤ Γ (52)

with the total upper bound,

Γ := δ + κ(η;N, q) + ϵapp. (53)

We then introduce the relative uncertainty by the ratio
of the shift in the actual experiment to the bound of
operational uncertainty:

R :=
Γ

∆w(θ)
. (54)

With this R, one may regard that the measurement is
valid if R < 1 and invalid otherwise. We note that this
quantity R is more appropriate to see the validity of mea-
surement than looking at the direct output values which
are dependent on the choice of measurement apparatuses.
It is however noted that the quantity ∆w(θ) is obtained
only when the full theoretical evaluation is possible. In
our examination of the two experiments to be discussed
below, we use theoretical expected shift for ∆w(θ) since
the Gaussian mode used for the initial meter state hap-
pens to allow for a full evaluation of the shift.

IV. EXAMINATION OF TWO PRECEDING
EXPERIMENTS

We now examine, based on our theoretical framework,
the two well-known experiments mentioned in the Intro-
duction, that is, the angular deflection measurement by
Dixon et al. [17] and the observation of the spin Hall
effect by Hosten and Kwiat [16].

In this section, postselected state, which has been writ-
ten as |b⟩ in some preceding sections, will be written as
|φ⟩ .

A. Angular Deflection Measurement

Dixon and his collaborators have shown that tiny an-
gular deflections of a mirror can be detected using weak
values [17]. We first analyze this experiment to exam-
ine its validity as precision measurement based on our
theoretical framework.

1. Setup and Goal of the Experiment

The setup of the experiment consists of a laser, a lens,
a Sagnac interferometer and a position (quadrant) de-
tector, where one of the mirrors in the interferometer is

誤差の上限
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(49) for q = 1. It is intuitively clear that the lower-bound
function (48) is a monotonically increasing function with
respect to all of its parameters κ, N and q. For a rigorous
proof of the monotonicity, see Appendix D.

Employing a similar argument used for solving η in
favor of κ in (45), thanks to the monotonicity of the
function r(κ;N) we can solve η = r(κ;N) to obtain its
solution κ(η;N, q) which is then used to transform (49)
into
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assume that our model is exact enough so that it can
be ignored safely, ϵmod = 0. In fact, one may argue that
the two experiments which we analyze require reasonably
simple settings allowing for the theoretical modeling with
relatively simple construction.

4. Approximation Uncertainty

As for the approximation uncertainty ϵapp in (28), we
just consider the uncertainty that arises from our ap-
proximation of using only the first order of the coupling
parameter θ for the evaluation of the meter shift. This
is expected to be a dominant factor for the uncertainty,
given that the amplification of the weak value is expected
to ruin the linear approximation when it is taken to be
too large. On account of this, in the present paper our
approximation uncertainty may just consist of the differ-
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total operational uncertainty under the presence of fluc-
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ϵ̄op ≤ Γ (52)

with the total upper bound,

Γ := δ + κ(η;N, q) + ϵapp. (53)

We then introduce the relative uncertainty by the ratio
of the shift in the actual experiment to the bound of
operational uncertainty:

R :=
Γ

∆w(θ)
. (54)

With this R, one may regard that the measurement is
valid if R < 1 and invalid otherwise. We note that this
quantity R is more appropriate to see the validity of mea-
surement than looking at the direct output values which
are dependent on the choice of measurement apparatuses.
It is however noted that the quantity ∆w(θ) is obtained
only when the full theoretical evaluation is possible. In
our examination of the two experiments to be discussed
below, we use theoretical expected shift for ∆w(θ) since
the Gaussian mode used for the initial meter state hap-
pens to allow for a full evaluation of the shift.

IV. EXAMINATION OF TWO PRECEDING
EXPERIMENTS

We now examine, based on our theoretical framework,
the two well-known experiments mentioned in the Intro-
duction, that is, the angular deflection measurement by
Dixon et al. [17] and the observation of the spin Hall
effect by Hosten and Kwiat [16].

In this section, postselected state, which has been writ-
ten as |b⟩ in some preceding sections, will be written as
|φ⟩ .

A. Angular Deflection Measurement

Dixon and his collaborators have shown that tiny an-
gular deflections of a mirror can be detected using weak
values [17]. We first analyze this experiment to exam-
ine its validity as precision measurement based on our
theoretical framework.

1. Setup and Goal of the Experiment

The setup of the experiment consists of a laser, a lens,
a Sagnac interferometer and a position (quadrant) de-
tector, where one of the mirrors in the interferometer is
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function (48) is a monotonically increasing function with
respect to all of its parameters κ, N and q. For a rigorous
proof of the monotonicity, see Appendix D.

Employing a similar argument used for solving η in
favor of κ in (45), thanks to the monotonicity of the
function r(κ;N) we can solve η = r(κ;N) to obtain its
solution κ(η;N, q) which is then used to transform (49)
into

ϵ̄st ≤ κ(η;N, q). (50)

This shows that the statistical uncertainty on average is
guaranteed to be bounded from above with probability
not less than η. Due to the monotonicity of the lower-
bound function (48), it is straightforward to see by defini-
tion that κ(η;N, q) increases monotonically with respect
to η, while it decreases monotonically with respect to N
and q.

3. Model Uncertainty

We now turn to the theoretical uncertainty given by
(22). First, for the model uncertainty ϵmod in (27), we
assume that our model is exact enough so that it can
be ignored safely, ϵmod = 0. In fact, one may argue that
the two experiments which we analyze require reasonably
simple settings allowing for the theoretical modeling with
relatively simple construction.

4. Approximation Uncertainty

As for the approximation uncertainty ϵapp in (28), we
just consider the uncertainty that arises from our ap-
proximation of using only the first order of the coupling
parameter θ for the evaluation of the meter shift. This
is expected to be a dominant factor for the uncertainty,
given that the amplification of the weak value is expected
to ruin the linear approximation when it is taken to be
too large. On account of this, in the present paper our
approximation uncertainty may just consist of the differ-
ence between the linear approximation (11) and the full
result.

ϵapp =
∣∣∣∆(1)

w (θ)−∆w(θ)
∣∣∣ . (51)

D. Relative Uncertainty

Combining all the upper bounds mentioned above, the
total operational uncertainty under the presence of fluc-

tuation is bounded by

ϵ̄op ≤ Γ (52)

with the total upper bound,

Γ := δ + κ(η;N, q) + ϵapp. (53)

We then introduce the relative uncertainty by the ratio
of the shift in the actual experiment to the bound of
operational uncertainty:

R :=
Γ

∆w(θ)
. (54)

With this R, one may regard that the measurement is
valid if R < 1 and invalid otherwise. We note that this
quantity R is more appropriate to see the validity of mea-
surement than looking at the direct output values which
are dependent on the choice of measurement apparatuses.
It is however noted that the quantity ∆w(θ) is obtained
only when the full theoretical evaluation is possible. In
our examination of the two experiments to be discussed
below, we use theoretical expected shift for ∆w(θ) since
the Gaussian mode used for the initial meter state hap-
pens to allow for a full evaluation of the shift.

IV. EXAMINATION OF TWO PRECEDING
EXPERIMENTS

We now examine, based on our theoretical framework,
the two well-known experiments mentioned in the Intro-
duction, that is, the angular deflection measurement by
Dixon et al. [17] and the observation of the spin Hall
effect by Hosten and Kwiat [16].

In this section, postselected state, which has been writ-
ten as |b⟩ in some preceding sections, will be written as
|φ⟩ .

A. Angular Deflection Measurement

Dixon and his collaborators have shown that tiny an-
gular deflections of a mirror can be detected using weak
values [17]. We first analyze this experiment to exam-
ine its validity as precision measurement based on our
theoretical framework.

1. Setup and Goal of the Experiment

The setup of the experiment consists of a laser, a lens,
a Sagnac interferometer and a position (quadrant) de-
tector, where one of the mirrors in the interferometer is
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FIG. 4. Shift/uncertainties (left) and relative uncertainties (right) as functions of Im[Aw] obtained at σd = 750µm. The zones
colored in cyan cover the actual values of Im[Aw] used in the experiment.

beam source (see Fig.3) and σd is the beam width at the
detector tuned by the lens. In the linear approximation
in the coupling k, the result (72) reduces to

⟨ζ|x̂|ζ⟩ = 2k Im[Aw]σdσ +O(k2). (74)

We note that with the unitary operator V1 in (90) we
have ⟨χ|V †

1 XV1|χ⟩ = 0 so that the condition (10) is ful-
filled. From this, we learn that the full shift ∆w(k) corre-
sponding to (8) (where we have set θ = !k as mentioned
before) is given by ∆w(k) = ⟨ζ|x̂|ζ⟩ in (72), while that of
the linear approximation (11) is given by

∆(1)
w (k) = 2k Im[Aw]σdσ. (75)

The approximation uncertainty ϵapp can be obtained
from the difference between these shifts.

3. Parameter Setting for Simulation and Results

To estimate the uncertainties δ,κ(η;N, q), ϵapp of the
measurement results, we need to know the parameters
used in the actual experiment. First, to determine the
value of δ, we recall that in the experiment the measure-
ment outcome is shown with ‘random error’, which pre-
sumably refers to the statistical deviation with respect
to different bunches of photons injected in every 1/200
second. This allows us to choose the value

δ = 30 µm, (76)

which is the maximal size of error bar in the experiment
data.

Next, the beam used has the total wave number k0 =
2π/λ = 8.06µm−1, which corresponds to the wave length
λ = 780 nm. The angle of the tilted mirror is fixed in such
a way that the unamplified deflection at the detector is

dk = 2.95µm (see Fig.1), which translates into the value
k = 2.08× 10−5µm−1. Then, the trial number N , which
is the number of photons injected in the interferometer,
may be estimated from the laser power P = 3.2 mW
and the wave length λ. From these values, the photon
number per second is estimated as

Pλ

hc
= 1.3× 1016 sec−1, (77)

where h is the Planck constant and c is the speed of
light. Since the sampling rate of the detector is 200 Hz,
the photon number N is found to be

N =
Pλ

hc
· 1

200
= 6.5× 1013. (78)

In our numerical analysis, however, we adopt the number
108 for N for computational convenience. This is allowed
because one can show that a smaller N gives a larger
statistical uncertainty (see Appendix D) and hence our
examination provides a stricter condition than the actual
one. Another point that should be noted in this regard
is that, in the actual experiment, an extra 50/50 beam
splitter is inserted to observe the beam structure with a
CCD camera (which are not shown in Fig.1). Although
this beam splitter will halve the number of photons that
reach the detecter, this change is negligible since it is
much smaller than the ratio of reduction from 1013 to
108 mentioned above.

In order to find out the value of κ(η;N, q), we need
to choose our assurance level η of measurement. We do
this by setting η = 0.95 as a reasonable level of statistical
confidence. Another ingredient needed is the quadratic
moment of the meter state |ζ⟩,

⟨ζ|x̂2|ζ⟩

=
σ2
d

(
1 + Im[Aw]2 + (1− Im[Aw]2)(1− 4k2σ2)e−2k2σ2

)

1 + Im[Aw]2 + (1− Im[Aw]2)e−2k2σ2

(79)
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FIG. 8. Shift and various uncertainties (left), the relative uncertainty R = Γ/∆w and its components (right) as functions of
Im[Aw], obtained at g = 27nm for which the angle of the prism smaller than 56◦. In this case, the actual value used in the
experiment is Im[Aw] = 57.3± 0.7 shown by the narrow strips colored in cyan.

FIG. 9. Shift and various uncertainties (left), the relative uncertainty R = Γ/∆w and its components (right) as functions of
the coupling constant g, obtained at Im[Aw] = 57. The zones colored in cyan indicate the range of g used in the experiment.
The relative uncertainty R attains the minimum at around the value g = 40.

Im[Aw] = 57.3 ± 0.7 is close to the optimal point 64.2
of the ratio R.

b. Coupling Dependence. In the experiment, the
coupling constant is varied in the region 2 < g < 65.
We analyze the variation of the shift and uncertainties
(Fig.9; left) and the relative uncertainties (Fig.9; right)
in this region for g at the fixed value of the weak value
Im[Aw] = 57. From this, it is observed that the entire
region of g is in the safe zone of R of less than 1, and
that it covers the optimal value of g around 40. We thus
find that the measurement as a whole is not just valid
as prevision measurement but is almost an optimal one,
even though the measurements with values near g = 2
are almost at the lower limit according to our criterion.

V. CONCLUSION AND DISCUSSION

In this paper, we have presented a new scheme of eval-
uating the uncertainty of weak measurement, designed
to furnish a basis on which the validity of the weak mea-
surement is examined numerically. Our scheme treats the
total uncertainty encountered in such measurements as
something consisting of components of distinct natures,
each of which can be evaluated according to their charac-
teristics and corresponding assumptions appropriate for
the settings of the experiment. Our total uncertainty,
which we call the operational uncertainty, is divided into
the experimental and the theoretical uncertainties. These
two uncertainties are further divided into four types of
uncertainties, that is, the the experimental uncertainty is
divided into the intractable and the statistical uncertain-
ties, whereas the theoretical uncertainty is divided into
the model and the approximation uncertainties. The op-

SHEL exp. US-BD exp.

初期の二つの実験に適用
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whose meaning is obvious, and the theoretical uncer-
tainty,

ϵth :=
∣∣∣⟨ζ|X|ζ⟩app −X∞

∣∣∣ , (22)

which is understood for the reason that X∞ = ⟨ζ|X|ζ⟩
provided that the theoretical model is accurate, as we
have stated just before. Each of the two uncertainties
are further analyzed as follows.

First, the experimental uncertainty may be classified
into two distinct types of uncertainty according to the
inequality,

ϵexp(n) ≤ ϵint(n) + ϵst(n), (23)

with the intractable uncertainty,

ϵint(n) := |X̃n −Xn|, (24)

and the statistical uncertainty,

ϵst(n) := |Xn −X∞|. (25)

These two types of uncertainties can be dealt with more
explicitly by introducing schemes appropriate for the ex-
perimental setups one adopts.

Second, the theoretical uncertainty (22) can also be
decomposed into two distinct types of uncertainty,

ϵth ≤ ϵmod + ϵapp, (26)

with the model uncertainty,

ϵmod := |⟨ζ|X|ζ⟩ −X∞| , (27)

and the approximation uncertainty,

ϵapp :=
∣∣∣⟨ζ|X|ζ⟩app − ⟨ζ|X|ζ⟩

∣∣∣ . (28)

When the theoretical model of description over the mea-
surement interaction, time development, and the states
used for both the preselection and postselection, is ex-
act, the model uncertainty vanishes due to the law of
large numbers.

These provide the upper bound for the operational un-
certainty,

ϵop(n) ≤ ϵint(n) + ϵst(n) + ϵmod + ϵapp. (29)

B. Uncertainty under the Fluctuation of the
Output Number

At this point, we need to take account of the actual
experimental situation of weak measurement where we
cannot specify the number n of outputs on account of

the fact that the positive results of postselection are not
guaranteed for which we retrieve the meter variable X.
One may cope with this situation by resorting the pro-
cedure where one performs a fixed number N of trials
of postselection and considers the probability distribu-
tion P (n) of the number n of getting positive results out
of N . This yields the average position of the measured
meter position,

X̃N :=
N∑

n=1

P (n) X̃n. (30)

With this, we may define the operational uncertainty av-
eraged over the fluctuation,

ϵ̄op :=
∣∣∣X̃N − ⟨ζ|X|ζ⟩app

∣∣∣ . (31)

Obviously, if we repeat our same argument given above,
we end up with the inequality,

ϵ̄op ≤ ϵ̄int + ϵ̄st + ϵmod + ϵapp, (32)

where now we have

ϵ̄int := |X̃N −XN |, (33)

with

XN :=
N∑

n=1

P (n)Xn, (34)

and

ϵ̄st := |XN −X∞|. (35)

In the present case of weak measurement, the probabil-
ity distribution P (n) is furnished in the following man-
ner. Let q be the success rate of getting positive output
in the postselection,

q := || ⟨φ|U(θ) |ψ⟩ |χ⟩ ||2. (36)

Then, the probability distribution of the success number
n is described by the binomial distribution,

P (n) = Bi(n;N, q) :=

(
N

n

)
qn(1− q)N−n, (37)

where
(
N

n

)
:=

N !

n!(N − n)!
(38)

with n = 0, . . . , N .

C. Uncertainty Analysis

In the actual experiment, in order to evaluate the four
types of uncertainties introduced here, we need to pro-
vide a model for each of them such that they represent
the respective uncertainties appearing in the experiment
reasonably well. To this end, we shall adopt the following
set of models:

S. Higashino et al., Phys. Rev. D. (2021)

Belle II 実験での評価
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FIG. 1. The time distribution P (�t|B0 ! Bdecay) for
various |r| in the case of |p| = |q|, �m = 0.506 GeV,
1/� = 1.519 ps, and ✓ = 0.

FIG. 2. The ratio between the lifetime of B meson ⌧(B0)
and the e↵ective lifetime (41). The e↵ective lifetime can be
extended about 2.6 times larger than ⌧(B0) in this case when
|r| ⇠ 0.2 and sin(✓ � ') ⇠ �1.

The denominator of (39) is the same as (37). The nu-
merator is

Z 1

0
d�t0 �t0

��hBdecay|B0(�t0)i
��2

=

✓
|r|2

2
+

|q|2|s|2

2|p|2

◆✓
1

2�2
L

+
1

2�2
H

◆

+

✓
|r|2

2
� |q|2|s|2

2|p|2

◆
�2 � (�m)2

n
�2 + (�m)2

o2

+
|r||q||s|

|p| cos (✓ � ')

✓
1

2�2
L

� 1

2�2
H

◆

� |r||q||s|
|p| sin (✓ � ')

2(�m)�
n
�2 + (�m)2

o2 . (40)

When we have |�L��H |/� ⌧ 1 and hence are allowed
to put �L = �H = � approximately, then the e↵ective
lifetime (39) admits the closed form,

⌧e↵(B
0 ! Bdecay) =

⇣
1 + |q|2|s|2

|p|2|r|2

⌘
1
�2 +

⇣
1� |q|2|s|2

|p|2|r|2

⌘
�2�(�m)2

{�2+(�m)2}2 + |q||s|
|p||r| sin (✓ � ') 4(�m)�

{�2+(�m)2}2

⇣
1 + |q|2|s|2

|p|2|r|2

⌘
1
� +

⇣
1� |q|2|s|2

|p|2|r|2

⌘
�

�2+(�m)2
+ |q||s|

|p||r| sin (✓ � ') 2�m
�2+(�m)2

,

=

⇣
1 + |Aw|2

⌘
1
�2 +

⇣
1� |Aw|2

⌘
�2�(�m)2

{�2+(�m)2}2 + 4Im [Aw]
(�m)�

{�2+(�m)2}2

⇣
1 + |Aw|2

⌘
1
� +

⇣
1� |Aw|2

⌘
�

�2+(�m)2
+ 2Im [Aw]

�m
�2+(�m)2

. (41)

Here, Aw is the weak value (1), which now takes the form,

Aw =
|q||s|
|p||r| cos(✓ � ') + i

|q||s|
|p||r| sin(✓ � '), (42)

as one can confirm readily by using |ii = |B0i, |fi =
|Bdecayi and Â defined in (5) together with (19).

Note that we have obtained the result (41) without re-
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Weak measurement via Ramsey resonance! "
• Known parameters: ω0, ω, ω1, τ , and T

• Unknown parameter: ϵ

• Condition of weak measurement: ϵT ≪ 1# $
Then, for t0 + τ/2 ≤ t < t0 + τ/2+T , the corresponding
Hamiltonian in (61) is rewritten as

HRamsey(t) = −ω0

2
σ3 −

ϵ

2
σ3. (70)

According to the above setup, we choose the two
operators H0 and V in (22) as

H0 = −ω0

2
σ3, V = − ϵ

2
σ3. (71)

and also the coefficients appearing in Eq. (23) as

h :=
ω0

2
, n(h)

0 := 0, n⃗(h) = (0, 0,−1) ,

v :=
ϵ

2
, n(v)

0 := 0, n⃗(v) := (0, 0,−1) . (72)

Since n⃗(h) × n⃗(v) = 0 holds, we are in the
commutative case mentioned in Sec. II. If we choose
|ψi⟩ := eiω(t0+τ/2)σ3/2e−iω1τσ1/2e−iωt0σ3/2|±⟩, and
|ψf ⟩ = eiω(t0+τ/2+T )σ3/2eiω1τσ1/2e−iω(t0+τ+T )σ3/2|±⟩,
then from Eqs. (34) and (70) the transition probability
from |ψi⟩ to |ψf ⟩ is given by

PrRamsey
±→± (ϵ) ≃ PrRamsey

±→± (0)
(
1− ϵT ImσW

3

)
, (73)

where

PrRamsey
±→± (ϵ) :=

∣∣∣∣⟨ψf |e−i
∫ t0+τ/2+T
t0+τ/2 dtHRamsey(t)|ψi⟩

∣∣∣∣
2

,

(74)

and

σW
3 =

⟨ψf |e−iH0Tσ3|ψi⟩
⟨ψf |e−iH0T |ψi⟩

=
⟨ψf |σ3e−iH0T |ψi⟩
⟨ψf |e−iH0T |ψi⟩

. (75)

In particular, for ω1τ = π/2, the following relations
hold:

⟨ψf |e−iH0Tσ3|ψi⟩ = e±iω(τ+T )/2⟨ψf (φRamsey)|e−iω1τσ1σ2|ψi(φRamsey)⟩, (76)

⟨ψf |e−iH0T |ψi⟩ = e±iω(τ+T )/2⟨ψf (φRamsey)|e−iω1τσ1 |ψi(φRamsey)⟩, (77)

where

|ψi(φRamsey)⟩ = |ψf (φRamsey)⟩ := e−iφRamsey σ2/2|±⟩,
(78)

with

φRamsey := (ω − ω0)
T

2
(79)

From Eqs. (76) and (77), we find he weak value,

σW
3 = −σW

2,L (φRamsey) = σW
2,R (φRamsey) = i cotφRamsey.

(80)

and also the transition probability for ϵ = 0,

PrRamsey
±→± (0) =

∣∣⟨ψf (φRamsey)|e−iω1τσ1 |ψi(φRamsey)⟩
∣∣2

= sin2 φRamsey. (81)

With these, Eq. (74) is evaluated as

PrRamsey
±→± (ϵ) ≃ PrRamsey

±→± (0)
(
1 + δRamsey ImσW

2,L (φRamsey)
)
,

(82)

where δRamsey := ϵT is the measurement strength for
the Ramsey resonance, and ImσW

2,L is given in Eq. (57).

Similarly to the Rabi resonance, in the limit φRamsey = 0
the probability (82) becomes zero and the weak value
(80) diverges. This indicates that the Ramsey resonance
can be regarded as weak value amplification with the
measurement strength δRamsey.
It is notable that, except for the magnitude of

measurement strength, the two probability formulae,
Eqs. (59) and (82), become identical at T = t. In
particular, we obtain φRamsey = φRabi as well as
δRamsey = δRabi, if we replace T with 2t/π. This
implies that the weak measurement offers a unified
framework for resonances in inherently different types,
one being commutative and the other non-commutative
in the classification given in Sec. II. It also shows that
the measurement strength presents a means to quantify
how sensitive the resonance is against small changes in
resonance conditions. Such parallel becomes available
due to our different choices of the initial and final states,
|ψi⟩ and |ψf ⟩, for the Ramsey and Rabi resonances.
We also note that from Eq. (82) the imaginary

component of the weak value is obtained as

ImσW
2,L(φRamsey) =

1

PrRamsey
±→± (0)

dPrRamsey
±→± (ϵ)

dδRamsey

∣∣∣∣
δRamsey=0

.

(83)

感受性としての弱値：中性子EDM測定？ D. Ueda and I.T., Phys. Scr. (2025)
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2. Non-locality measure

We first introduce the CHSH correlation function [38]

S =

∣∣∣∣∣
∑

x,y

(→1)xy [P (A = B|xy)→ P (A ↑= B|xy)]

∣∣∣∣∣ , (22)

where P (A = B|xy) is the conditional probability of the
outcome coincidence given the pair of the measurement
axes (x, y) and P (A ↑= B|xy) is that of the non-coincident
outcomes. The CHSH correlation function has the upper
bound S ↓ 2 for any LHVTs [38] whereas for quantum
mechanics it exceeds the bound and attains 2

↔
2 ↗ 2.828

[39]. We employ the CHSH correlation function as the
measure of non-locality.

C. Results of the empirical analyses

1. Quantum coin tosses

We discuss whether there is a di!erence in the random-
ness of the bit strings created by a QRNG (quantum com-
puter) and PRNGs including simulators by considering
the simplest setup, i.e., quantum coin toss games. Fig-
ure 4 shows the randomness measures (the algorithmic
complexity measures mentioned above) of our datasets.

As to the (normalized) LZ complexity, the bit strings
obtained from the simulator with the device noise model
and ChaCha20 are comparable to those obtained from
the QRNG. The bit strings from the simulator (without
the device noise model) have a slightly higher algorith-
mic complexity than those from the QRNG. This is pre-
sumably because the mean relative frequency of the data
obtained from the simulator is almost 0.5, which is sig-
nificantly higher than that of the dataset from the actual
device.

In contrast, the Borel normality measure distinguishes
all the cases.

Let us look at the above observation by using the hy-
pothesis testing (Welch’s t-test) on whether the simu-
lations have no di!erence from the actual device: For
the case of noiseless simulation against the actual device,
we found the statistic t ↗ →3.01 with its p-value being
2.96 ↘ 10→3 for the LZ complexity and normalized one,
whereas t ↗ 20.69 with its p-value being 2.15↘ 10→51 for
the Borel normality measure. This suggests that these
two ways of creating the random bit strings are distin-
guishable from each other if we focus on the average val-
ues of the randomness measures.

In contrast, for the case of simulation with the device
noise model against the actual device, we observed the
statistic t ↗ →1.25 with its p-value being 0.213 for the
LZ complexity and normalized one, while t ↗ 7.58 with
its p-value being 1.33 ↘ 10→12 for the Borel normality
measure. This shows that these two ways of creating
the random bit strings are indistinguishable from each

FIG. 4. The box plots of the randomness measures for the
quantum coin tosses: (Above) the LZ complexity, (Middle)
the normalized LZ complexity, and (Below) the Borel normal-
ity measure. Throughout this paper, we draw the box-and-
whisker plots as follows. Given the data and their attributes
to be plotted, the length of the upper (lower) whisker is set as
a maximum (minimum) value not exceeding 1.5 times the in-
terquartile range (IQR, the height of the box). Data whose at-
tribute values are outside this range are called outliers, which
are plotted as dots.

other if we employ the (normalized) LZ complexity as
shown in Theorem 1, if their relative frequency is com-
parable. Moreover, for the case of PRNG, the statistic is
t ↗ →0.32 and its p-value is 0.749 for the LZ complexity
and normalized one, while t ↗ →0.33 with its p-value be-
ing 0.739 for the Borel normality measure. Thus, the bit
strings created by ChaCha20 are indistinguishable for all
the complexity measures we have employed, supporting
our theorems.

2. Innsbruck experiment

Motivated by our theorems and the discussion pre-
sented in Sec. III B, we proceed to the analyses of the
Innsbruck experiment, or the longdist dataset. More con-
cretely, we shall show the descriptive statistics of the ran-

T.  Tsurumaru et al., Phys. Rev. A (2024)

・（非局所）量子相関と物理

乱数性の定義の精密化、
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物性物理、素粒子論、量子重力、高エネルギー
物理、宇宙物理、量子情報

量子的自然観
(複素数的・大域的自然哲学)

古典的自然観
(実数的・局所的自然哲学)

歴史的転換？

（方針）今はまだ量子力学の限界
が見えていないから、その正しさ
に信頼して、その咀嚼（理解）法
の改善に努めよう

・偶然性vs相関：量子の偶然性と相関の
整合性


