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1量子 の
復習
ーー

は、 量子力学 の復習
1- 2 .

公理的丸な定式化

£-3 .量子論 の「健率論明側面



さ1 、量子力学の復習

② 量子力学 では 、状態 は波動関数
mmm

～、 [ixt」 で記述される 。

②波動関数の運動方程式= Schrodinger方程式mmmmn
.

ihぎ Iixcti = ドIixt」
mn

ハミルト=アン 。

③ 可観測量 θ (エルミート 演算子 θ=②+ ) を

測定
m

した 持の期待値
。

<θ L = /dx xt ) θ E (x,t >



た Q
.

公理的 な定式化

② 量子状態 : ヒルベルト空間 H
～

の 単位ペクトル
n

ルム(長さ ) が .
≈ 内積を持つベクトル空間

例 :

1
.

波動関数 Ψxit ) : し2空間 の 単位ベクトル。

ノルム I2I 1 ] : =<Ψ=falxIcx) P cs
'

↑ これが L2の特徴

波動関数mmn ノルムをとに規格化した 関数

munxL 2空間の次元は無限なので、分 かりにくい…
…



2
. spin

- Y2 : 二次元 ヒルベルト空間、 ( 量子 ビット )

量子状態 14 ) = : ) 40
,
1
EC

= 40 ( θ ) + 4 , 1 d >

ここで 、11\ 4 > 1=風 14 )=+14= %
規格化

mx 以降は、基本的に

、賄限次元 ヒルベルト空間山 を扱う
。



必密度行列 を導入すると便利
、

( 量子状態 (単位ベクトル 」 を 行列で 表 す方法
。

単位ベクトル 行列 2x 7
lx 2ヒ

14) = ( 紫 1 <⇒14>< 41に ( )(404)
0

0

2 × 1 2 ×2

= (
140 p 4rti

4t 6enp )
～

量子状恋 (4) の 密度行↓



② 時間発展 : ユ= タリ 行列 U
.

( UU= UUた II

時間発展

(Ψ> U UIRI )

D
RI ) が量子状態 ⇒ URE> も 量子状態
～

☆/ / o 12I > ) l = 7

℃

臼 ITU ⑫ ) = 1

全ての量子状態 )に 対して成立☆ U +
U
= I (ユ=タリ 」

必無限り、時間発展 を考えれば 、形式的にシュレーディンガー方程式 が出る
。



③ 測定 : 正規直交基底 { 1 em> } m

測定のプロセス

{ 1 em)}m

I > 力 ⇒
確m

を
得る。
< em \ I ) ↑ で

[量子状態は 10m 〉 に 変化]

80 密度行列で表すと、

確率 = 1< em>=π [ lemkemΨ].



。 (換測量 θ の期待値 (IIOII ) との 関係 :

θ= 荒 θm 1m> (ml : 対角化 (OMER ?
um

88 正規直交基底

{ 1m) }
m
で測定 ⇒確率不 [ 1mcm14xこ1 ] で m を得る

。

期待値 : 荒下[ 1m><m ( RΨ )CI 1 ] θm

ュ F [ O IKEI ] = (IIO II )
.



T - 2 のまとめ 。量子論 の公理

②時間発展 ③測定
測定結果 m

の 量子状態 U カ
- ) 確率KelUl) P

単位ベクトル ユニタリ行列 { }mlem)
14) EH.

④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積
A B

"

e
.g . spin

-Y2 × 2 = ①
'

, 43

HA AP
↳

: na-7σ量子系 AB : HAB = HADHB



1 -3 .量子 ニー種の確率論

1I > U )
確率 P=KemIUII > で
測定結果 M を得る

。

{ 3mlen)

. 明らかに 確率山 が 主役 の一つ
。

66

なぜ
、
通常 の確率

”

mnn

の 言葉で記述しないのか ? ?

波動関℃ややこしい! !木
八



その 一 つの理由 は
、

量子 での確率 ~変化 の法則 が∞
通常の確率論 では想定 されない
～

もだから
。

確率分布 変化 確率分布
通常の確率論 {Pm }m 「 > { 8m }m

eg) に重確率行列

ユニタリ
1RE) l > U 1I )

量子 という確率論 「

測定 一測定
r r

{ Pm }
m { qm }m



88 量子論 では、確率が

“ユニタリ” で変化する
。

確率 で考えると
変/”複雑”な 変化を、
シンプルに 実行 できることも 。



例 Z-X -Z Stern - Gerlach実験
。 Stern- Gerlach 実験

1
spin

-y2 s ⇒
巡 確率%で上

8℃ ⇒ 必
" ⑲ 確率%で下

Q中 ↑公¤

☆歴史的には 、 電
子

が持つ Spin-Y2 の 直接的観測 0

uix (ひねくれて
物理を

見れば
忘れて ) 確率 り 2 で 上下 に 別れる現象
mn

確率 の変化としては単純



。 Z-X -Z Stern - Gerlach実験

←

spin
-y2 t.Irz

=

&QQ
→ " az

δ 「@ 回

⑨ ⑲
⑲ ⑲ ⑲

⑲ ⑲

⑲ ⑲

幽 ⑪ ⑲
@ ⑲

確率Y2で 名々が確率とで 名々が確率%で

縦にスプリット 横にスプリット 縦にスプリット



。 Z-X -Z Stern - Gerlach実験
⑲
⑪

←JIi . s . = 加
⑪ ⑭

spin
-y2 必 ⑳ @

&QQ
→ " az

@ 回 確率Y8 でスプリット

intやはり物理と忘れて確率 だけを見ると( ) 単純 な 確率変化 × 3

mx 真 ん中 の X磁場 を 閑々 に 弱 めていく
。



⑱ Y8
⑲ ⑲ ⑲⑲

Y4⑲

⑲
48
⑲
48 X磁場

⑲⑲
X磁場 Y4⑲

→ >⑲⑱⑲48 弱く
。

⑪⑲ ゼロ極限 Y
⑲ み

⑲4⑱ ⑩
な

⑲⑲ ⑪
.確率 Y4

X磁場が O のとき

ー
×

spin
-y2 s¤ 必
⇒%"

' if
.

srz
=

Q中 Z X磁場なん
‰



長さ正倍にしただけ
～ Z き

' ⇒
%

spin
-y2 σ ⑲

加 ⇒ 点 "
Q中
‰

X磁場→ 0 X磁場 = 0
パラドクスや!!
なんでやー !!リ4 ⑲ → ニオ8 火 ⑲

Y8 + 18 = 14
* 留
∞

各

2 × 2
=

m

ん熒 ⑲ 0 火 ⑲
い

2 品
ナイーブに 確率の変化を追うと、 奇妙な結論



実際 に起こること : ユニタリ変化

ー
×

spiu
-y2 s‰「
s←

込 iz、
℃⇒rz r
@n ) δ

Id)
⑲

1 M> )
1け) に) ⑲

「↑ 〉
⑲ ⑲ ⑲ X→ 0 のとき、

{ 器:器干渉 して
16)⑩ ⑪ ⑩ 消える

。 Id> 1d>
\ t) 便1 -> 狙 ⑲

8の固有状 X の風有状恋 Zの固有状態

1+) α 1↑>+ しつ ( 1↑) α 1ヤ >+(> )1 _) α ( ↑) - 1H)
印

1α) α 1+> - 1 -)



実際 に起こること : ユニタリ変化

ー
×

spiu
-y2 s‰「
s←

込 iz、
℃⇒rz r
@n ) δ

1け) に) ⑲
)

「↑ 〉
⑲ ⑲ ⑲ X磁場 ⑥)系

16)⑩ ⑪ ⑩ = E C)幽
1 t> 事 ( -> ⑲

8の固有状 X の風有状恋 Zの固有状態

1+) α 1↑>+ しつ 1↑) α 1 +7 + (>

臼
1 _) α ( ↑) - 1H) ( 1

d)α 1 +7ー \ ト> )



実際 に起こること : ユニタリ変化

ー
×

spiu
-y2

←

s‰「
s

込 iz、
℃⇒rz r
@n ) δ

1け) に)
1>挑

)
「↑ 〉
⑲ ⑲ ⑲ X磁場

16)⑩ ⑪ ⑩ = 0
\ t) 便1 -> 1H>狐

8の固有状 X の風有状恋 Zの固有状態

1+) α 1↑>+ しつ 1↑) α 1 +7 + (>

臼
1 _) α ( ↑) - 1H) ( 1

d)α 1 +7ー \ ト> )



×磁場→ 0 ×磁場 = 0
パラドクスやー!!
なんでやー !!

火⑲ → ニン Y2 ⑮

Y4⑲
A←

m

Y 火
Y4 ⑲ Y8 + Y8 = Y4 ¤ Y2 ⑲

量子論は 心種の確率論山だが、
確率 の言葉だけで説明 しようとすると

、
非直観的 な変化

量子を 用いると、非自明な確率変化を

逆に言 えば
、

簡単 に 引 き起こせるにともある )
。



情報科学 」 」 量子情報科学
N

確率論
～

～離散数学“代c.

量子という 離散数学代c…
非白明にする
mn

確率論mwin

工ニタリ
RE〉 1 > UII >

複素数に由来する
古測定 干渉 一測定

V

{ Pm }
m {Gm }m→

非自明



2
量力が

量子情報 。
ー

2は
、

量子論 の拡張公理

2-2
.
標準的量子論と 拡張公理の関係



2-1量子論



2 -1
、

量子論 の枠組みの拡張 θ

量子だ U

量子力学 の構成要素 ¤

②時間発展 ③測定
測定結果 m

の 量子状態 U カ
- ) 確率 KemlUl> P

単位ベクトル ユニタリ行列 { 1 }mem>
14> eH.

④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積

古典的な操作”…
～

んまで 含 めると、 少 し拡張 した方が
使いやすい

。



2-さ-1 、量子状態 の拡張 : 密度行例

確率品 量子系
ー一 むむむどう記回準備したぜい? マ っ

ー {Pz, 4z)} ¤
ハハ

量子状態 の確率混合まで考えると 、 密度行列 で記述される
。

β室 Pz なくゆ%) < 密度行列の

一般明な形



量子系
例は 。確率 % で10

)
、確率% で 1 >

→ ② ( loxo ( tHXr 1 ) = 10> orll>

例2 .確率% で 10)
,
確率%で 1+ ) ÷ 高 (10 ) tl> ) 量子系

⇒ Ʃ ( 1030 ( + 1 t) (+ 1 ) = 本保 I ] 10) orlt )

例3 .Ej をエネルギーとして、確率 のEET で1Ej )量系

⇒ 李PIEjKE0l ∞ e -
i /k

‰> {Pg : /Ei)}
nnnギブス状態

必 これらは 、一般 に 14xφ 1 とは 表 せない。



一般に、

。 単位ベクト 、 ( 14 )で表現できる 状態 :純粋状態

。 1 φ> (41 とは 表現できない状態 :混合状態



密度行列 S寺1z )4; ) の 性質
。

I
.

下 [ 9 ] = 9 :
~

hs = 室Bπ [ kix401]== I 。1
2

.

t 1φ) ,[ φ 191 φ ) 20
f820 : 半正定値行列

^ : [ φ1914) =<φ 14z <401φ )
ー

= 予 Pz / 《φ148 ) p 20

定義 :量子状態は 、密度行列 で記述される
。

臼 S such that F [ 8J = 1 & 9 Z 0
.



2-1 -2 、時間発展の拡張 : 量子チャンネル

時間発展がユニタリの理由

I
)

が 量子状態⇒ URE>も 量子状態。①

一般の 場合 : 量子チャンネルケ ← 中 のカリグラフィー
。

OS が量子状態 > 少 C 8 ) も 量子状態 ∞
mw

時間発展を表す map

ユニタリ 以外 の 時間発展 も存在 する
。



D密度行列 β f な [ 8 ] = 1
,
S 20 ℃ なので

さ 量子チャンネルケは 。 トレースを 保存 する
。

> な (① )] = T 原 LO ]

2
.

量子チャンネルケは 、半正定値性 を 保存 する
。

SAB

TSAB 201 )id) ( 9 AP) 20.
A B

ょ > 完全正値写像
Aだけ時間発展

TB , SAB20 ,idB
) ( SAB) 200



定義 : 量子系の時間発展は、 量子チャンネルで記述される。

量子チャンネル白以下をみたす線型写像。

. トレース保存 (T- Preseriing )

{
2

.

完全正値性 ( Completely- Positive )

↳ しばしば 、CPTP /TPCP写像
。



-3、 測定 の拡張 : POVM とインストゥルメント

②時間発展 ③測定
出力 m

る 量子状態 x → 確率 Pm

密度行列 9 量子チャンネル POVMor インストゥルメント

測定確率だけに興味がある 場合

sitive-Operator-Vatued Measure { P}m
=

I
.
Pm = 0 i.e

. t1o ) ,LolPm 10> ? 0

{
2 . 荒 Fm = I

測定確率 Pm : =な [ Pu 9 J



。P =F [ Pm 9 J が確率であることの 確認
。

1 . ⇒P =F [ Bm 9 JZ 0 48を対角化すれば従う
。

2 . 印和 = 吾原[ PmSJ = FE 9 J = 1

つまり
、
王 と 2 は { なく Pm 9 J }m が 確率分布 に

なるための 必要 +分条件



測定後の 状態変化 も記述 した。 場合

インストロルメント { Gm }m
1 Cm は 完全正値写像mmmun
.

\

{ 2
.

Gm は 、 トレース非増加
π SGm( 1 る下(to

かっ 、 蛋Cm はトレース保存
。

n～

。 量子状態の変化
測定値
m

s か
α Cm ( 8 ) 測定後 の状態



測定値 m を得 る 確率
、

Pm

Pm= TF [ Cm ( 91 ]
>

1 と 2 .よりPm20 &= 1 が従う
。

測定値 m を得た後 の状態
Gm ( 9 )

く 1 より 20 なので、 状態
。

Pom



¤

2-1 のまとめ 、

量子論 の 拡張公理σ量子だって U

万確率論 !! ¤

確率混司 etc の 古典操作
m

～ も 含めて記述したい 。

②時間発展 ③測定
出力 m

の 量子状態 x → 確率 Pm

密度行列 9 量子チャンネル POVMON イニストゥルメントト

④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積



標準的 な枠組みでは記述しづらいこと

確率 で 、 148) を 量子系 密度行列C準備 したぜい !? 賀 {P, 4z>} 索B 14z )<4z 1

貨確率分布、知知な
確率9 αで 、 Uα をんかけた =

ー
い

量子チャンネル
s {9α

,

Uα} ? な q α U α SUよ



1 、密度行列 8 白 π L 9 ] = t 。 φ 20

2
.
量子チャンネルケ : 行列 >行列 の 写像

F [ T(81 ] = TF [ 9 ]

。 TAm idB ) SSAB ) 20 for tSAB 20

B

SAB { A TA
} ☆dBJ( SAB 」 : これも状態



3 - 1
. POTM { Pm }m : 行列 の 集合

。

Fm 20 & Im= I

s 力確率π [Bm 9 ] で m を得る
。

3 -2 .イニストゥルメント {Gm 3 m :写像の集合
0 Gm :完全正値 & トレース非増加
。 客 Cm はトレース保存存

確率な Cm ([ 91] で m を得 て、

s カ
=m

αGm(8 ) 状態 は α Cm ( 8 ) に変化
、



標準的量子論 と

-22里
ー



②時間発展 ③測定

の量子状態 U カ

標準 : 単位ベクトル ュニタリ行列 { 7m) }m
14> eH

.

④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積

②時間発展 ③測定
出力 m

B 量子状態 カ → 確率 Pm

密度行列 9 量子チャンネル PoVMor インストゥルメント 、: 拡張

④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積

④》 量子力学 を越えてる :



2-21、 量子状態 : 純粋 ws
.
混合

標準的な枠組みに 戻 り 。
以下 を考える

。

0 ② B を捨てる
。

A
Itβ A ~^…^… 、ーo^^^; ^

;;

↑ A の状態 は ?

考え方 :

B にどんな操作をしても
、

その情報が Aに伝えられない 限りは 、

A の量子状態 は変化しない
。

女仮想的 に B を 測定 したと考えると簡単 。



A …--or-nt
.

; ; ∞ { lem) }m
δ A の状態 は 8

> A には例もしないので 、測定 は 、{ IAalem>< en }m

。 確率 和 := 原[IAmlem><eB ) 1⑫>延AB] で 、

Mが 出力 され 、 状態は
、
以下

。

I Ψ凸 =

( IAn lemKenIBJ IΨ JAB

Pm

=

( IAnCemiB ) 1Ψ)1 eaB
Pm



GA では 、{Pm
」(IAnCemiB⑫B

}

とうろ=たゴル
屁

つまり 、 Aの 状態 は
、以下 の密度行列 になる

。

( IAm LemB IIKEAB ( ITblew>
B
)

:= 客 Pm ×

Pm

= 荒 ( IApCemIB )卍KEAB ( ITolew)
β
)

mmw

部分 LL-ス
= :T 原 61>Ψ ABJ

RA における IAB の 縮約状態



B を捨てる
。

A
mIsts

s

1
厚

A -…-u-or-wt.
j

;;
部分トレース

IA := 原 [IIKΨ ABJ

具体的にやってみる。

。 IAB=
寄

Ciklaz)* lbaB

。 さ 磁” CorCit iasscaj 感え”cisCitia"s 'caj ; il ?

"

(
器照



=” CirCh" (Az )(Aj /"{emibr ><brilem)

mmmnnnsbailem) (enlbr )

=<brリ ( lemken)mmn 1 bs>

= IB

= < be' lbr

= SKK '

= CirCih')laz) ( aj'
A

原 は B の基底 { 1em}m に 依存 しない
。



山実際には、
A

IA = TB (*CjrCi" (Az) (Aj ' lの 1 br)< br'/
B]

=” CikCi'" laz ) (aj ' lt*
雁
[ ibazsbr '1}sbr

'lbr >

=8k

= [ CikCih')IAz)(aj'lA
と 計算するのが楽 。



具体例 1 IQ
) A4B

IΨ AB = 1 φ 》
の
1 ψ)》
: 積純粋状態、 A B

⇒ IA = 原 [ 18k φ
A
の 1山><Ψ 1

B ]

= 1 φ)(φ 1
A
× 原[ 1ψ(出B ]

= 1 φ) (φ /
A

: 純粋状態

同様に 、成 = 14)<Ψ

積純粋状態 の縮約状態 は 、 純粋状態



具体例 2 . A mnn
(積でかけない状態 )

IRIAB =I ( B10a10 ) B +Hll
)
β ) :エンタングル純粋状

⇒□=厚 (「 β100
)AIHIBBC00 AB+ CTAB ]
2 2

=本原 [3100K0AB+β ( 100)<nAB/ lu > S0 olB )
+ は I )< IAB ]

厚 [ 100) ( 0σ AB] = 10kot×厚 [ 102 (0 (
B ] = 10SKoA

{ 原[ 100 ( iz (AB ] =10 A× 原 [ 10>xB } = 0 etc
…

よって
、 IA = 本 ( 310)<oA + lu < iA ) : 混合状態



エニタングルした純粋状態の 縮約状態 は、 混合状態

混合状態 の 二通りの 解釈

確率 Pで 、 14j) を アンサンブルC ーこ

1
、

準備 したぜい !?
ー {Pz, 14j>} 混名状態
ハ

エニタングルした状態の

2 . A
BMMI)曖: 部分系 A 混合状態



例 : Gibbs状態 e
-
i/Z 量孫 A

熱浴B

解釈士 、 ☆ カノニカルアニサ=ブル (標準的 」

{ 熱浴が晝振っている ? 品

解釈 2 . 白 カノ = カル典型性 にこ 20年くらい )

熱浴も 含めれば、Δ純粋状態



②時間発展 ③測定
可量子状態 U カ

標準 : 単位ベクトル ュニタリ行列 {7) }
m

14> eH.

④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積

1部Bトレースα を 公理系 に陽 に組み込んだだけ

②時間発展 ③測定
出力 m

② 量子状態 カ → 確率 Pm

密度行列 9 量子チャンネル PoVMor インストゥルメント
、

:拡張

④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積



2-2-2
。

時間発展 : ユニタリ ws
、

量子チャンネル

復習 : 量子チャンネルケ :
B状態愛 β を状態C8 」 に 写す D

土 トレース保存 : 不 く19) ] = な [ 9 ]

{
2

.

完全正値性 : ( JADidB ) ( 9 AB ) 20 +fSAB20
.

量子チャンネルの等価な表現
原

10B
LABSA FA TI 9A ) ←)

8
t

11

」
く ) ∞) = km 8 km

A
:量子チャンネル となるエニタリ UABが

とかける
。

存在する
。

ただし、 客 Kmkm = I
Stinespring表現 Choi - Kraus表現

。



ここでは ⑦ ～③ を説明 。

B T「B ⑦ ③
l0>

UAB
11

c8 ) = km 8 km SA TA *竹 8t )
SA T19 )

となるエニタリ UABが
とかける

。 ケA :量子チャンネル
ただし、
Ʃ kmkm = I

、存在する
。 ② m

Stinespring表現 Choi - Kraws表現

∞チャピンネルー 状態双対 D

を用いると楽
。



B

⑦ の証明 10>
UAB
睢

σ= 屋 km 8 km
SA σ

A

とかゆる
。

となるエニタリ UABが
存在する

。

ただし、 客 kmkm = I

Stinespring表現 Choi - Kraus表現

初期状態 : SAD 10Ko 1
B

ユニタリ 後 : UAB ( SAx 10 > (01
B
) UABT

。 部分 トレース :

臨 UAB1Ika「
^?(o

'<o 1
P
) UABT ( IAD len )B )

m



KmA =(IADSemIP )UAP (ITD 10
B
)

。 終状態 : 客 km 8 ( km )
「

十 B
また
、 客kmikm =oBUABlem)B

<

enl③ AB
10 )

= SOLB UABT UAB 1O}
B

= <OLB IAB I
0
B =IA αSOPIPL0

= IA

Stinespring表現のB を 測定 した ⇒ Choi - Kraus表現
くただし

、測定結果は知らない )



厚
② の証明 σ 二 km 8k lo5

B
11

SA
UAB

OA
とかける

。

ただし、 宝 kmkm = I となるエニタリ UABが
存在する

。

Choi - Kraws表現 Stinespring表現

唐突だが、
1 φ"x 10>

B
. > 谷 km

㎡
1φ2Aplem)

P

という 変換 はユニタリ !! なぜなら、 内積 を保存するから 。

( 右田 σ内積 ) = 金く山 Akm@ <em
β ) (前 k㎡ i φ

)
rlen)

” )

1 = 急 く出Akmm+kmA 1φ)
A

= <山 1 φ )



= ( CΨA* <σ B ) ( 1 φ )
x
10>

P
)

= (左辺 の内積 )

このユニタリを UAB とおく 。

UAB ( SAD 10)(o 1
B
) UAB+ D SA = YSi 14;Kφ; A

(対角化 )
= な ( AB

/ 14;
)
D10 」B)

)
(h . a . )

= 寺 :( 客k ㎡ 18;
)
「 olem
) ” )( 壳sjAkntto <en)

原
谷

k㎡ 19.Kntt
" SA

=

吾

k ㎡SAKmmt



つまり

UAB1店 客 Km & Km となるユニタリを構成できた。

③ の証明

∞に km8 km「 とかける
。

③

ただし、 客 kmkm = .
ケは量子4ャンネル
mmun

Choi - Kraus表現
は 、 トレース保存
2

.

完全正値写像



s → 谷 km 8 km ただし
、

各 kmtkm = I

1 、 トレース保存

[客 km8 km]= 客不 [ km 8 k コ

= 客不[ kmkmSJ
= F [ 9 ]

2 .完全正値性 )idBJ / SAB) 20 , - SAB20

(少A
* idB ) ( SAB ) = 売 し Kの IBJSB 1kmの IB)T

G対局化 = 荒85( k のIB)180<8 iABCKmtの IB )
+

$ これは明らかに 20



ー

‰
“

) t 1ψ)
AB

,L <4AB (rhs.1148 なKABk㎡ の IB 180 ]BB

よって
。
③ が示された。



B 原 ⑦ ③
10>

UAB
11

7( 8 ) =km 8k SA FA Trst )
SA 」

となるエニタリ UABが
とかける

。 少A :量子チャンネル
存在する

。 ②
ただし、

金kmkm= I 、 &
チャンネル状双対

Stinespring表現 Choi - Kraws表現

学ぶべきこと :

士量子チャンネル = ユニタリ時間発展 + 部分 トレース

2
.

Choi - Kraus表現 ニュニタリ時間発展
+ 部分系の測定 しただし、結果は

知らない器



2- 2 -3
.

量子測定 : 基底い s、 POVM とインストゥルメント

復習 : インストゥルメント {Cm }m

1
.

Gm はトレース非増加 & 前 Cm はトレース保存

{ 2
.

Gm は 完全正値写像

以下 の 状況 を考 えてみる。

基底 のラベルを (M,j ) にしただけ。ー
B

ユニタリ { lemiz) }mis
10>

B回 → 測定結果 (m
, j )

UAB
SA A ?



。 測定結果 (m , 5 ) を知 らない 場品

A の状態 ⇒ KmizSAKmiztchoi-kraus表現。

。 測定結果( m, 5 ) を 知 っている 場司

A の状態 ⇒ α kmi9 Akmizt
確率
Pm ,z

=F
[.]

←

。 測定結果のうち 、を
知
っててmnn を知らなmiim場合

、

A の状態 ⇒ α 室 KmiSAkm?j-
確率和 =な [ 雪 kmiSAkm” う

「
る



ュニタリ
{ lem

,z) }mis
m は知ってる !!

10)
B B国 → (m . 5 ) ∞。エ 与 は知らない 。

SA
UAB

A
∝ 寄 KmiSAkmjAt

函

完全
ん

値かっトレースは 1 以下

つまり 、Cm ( 8 ) 等 KmiSAkmj
「 と

定 めると 、

{Gm }m はイニストゥルメントになっている。

[ 荒Cm はトレース保存仁臨1mj 9 km”がトレース保存 ]



確率 は ?

測定結果 m を 得 る確率しおは 教えてもらえない」

TA[Gm [ 91 ] = 原 [ 等KmjS kmiは ]
=π [ 雪kmtkmyipu !

「
よく

{ Pm }m の 性質

Pm 20 & 各品 = 谷寺 km まkmz = I

つまり 、 { Pm }m は
、
POVM !!



測定のまとめ

l0,
B

2=タリ
{ lemis) }mig

ー

0B回 → (m . j ) m は知ってる !!

UAB
士÷ 与 は知らない 。

SA A ¤
ハ

mitこのような測定は 、 ROVA やインストゥルメント
で記述できる

。

0
逆に 、 任意の POVM は、

この形 の 測定で実現できる
。

ROVM の Naimark拡張。 ①



測定のまとめ

区回
OV-MA !!

10)
B

a=タリ
{ lem

,g) }mij

ー

0B④ → (m , 5 ) m は知ってる !!

UAB
。ェ 与 は知らない 。

SA A ¤
ハ

インストゥルメントや FOVA の 解釈の 一 つつ

A を 直接測定せず 、B をくっつけて 時間発展させ、
B を 測定する

。

( 間接測定 )

。 B の測定結果の
、一部 しか 分 からなかった 。



2-2
、

のまとめ、

標準的粋組み 拡張された粋組み

②時間発展 ③測定 ②時間発展 ③測定

る量子状態 U カ B量子状態 カ

単位ベクトル ユニタリ行列 { lem)}
m

密度行列 8 量子チャンネル POVM
14> eH.

イ仁スルメント
④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積

。 部分んトレースα が 効 いているが 、等価な粋組
み

。 量子情報では 部分系wn を 取り扱うことが多いので、
拡張粋組みが便利。



3
量子の
理解
ー

3 - 1
、

. アンサンブル vs 、密度行列
3 - 2

.

最大 エンタングル状態



②時間発展 ③測定
出力 m

る 量子状態 → 確率 Pm

密度行列 9 量子チャンネ礼 POVMor インストゥルメント

④ 複合量子系 のヒルベルト空間はテニソル積

量子論の枠組みを 1使いやすいように ) 拡張 できた 。

それで、

色々 と 整理できるよー 。

m

J 、アニ+にブルと密度”凸&新こと、 ミシ

シン
2

。
最大エンタングル状態 分 かったの? s

¤ ¤
八



量子状態のアニサンブルと

3-1 、密度



確率 で 、 14j) を 量子系 むむむ 。a ー一0準備 したぜい !。 = っ
どう記述される 。

oー ¤
ハ

ナイーでに考えると 、この 状況は 二通りに 記述できそう。

はアニサンでル !{ な 関 } 8{
2.密度行列 : SPz 14z水 1

I と 2は等価な



\

士 。 とみは等価 ではなく 、

claim
るニサンブル表現山は 物理的にダy

”
な表現

。

より具体的には、

2 つのアニサンブル {. 14g ) }im
と
{ 8 α, 14α ) }a が

Pi14z) く=熙 g α14a ) (φa 1

を満たすとき
、

その 2つのアンサンブルは 物理的 には 圧別できない
。



8 つまり 、 アニサンブル表記 は
、

8
圧別できないのに、 異 なるものとして記述してしまっている…



具体例 : 9 gubit ( 2次元 )

アニサンブル I : En ÷ { (2
,
10> )

」
(% _> ) }

mn

アニサニブル2

={ ( ‰～
～

, 107
)
,岱 ) 法」 廻^2 )

,

吉」) 」
(

結」}

xどちらも密度行列は 者 なので見分けられないmmns



証明に使うテクニック :

1
.

Schmidt分解 2
.

純粋化。

1
.

Schmidt分解

系 AB の 純粋状態 ほは 必ず以下の形で書せる
。

min{da,dp}

IΨB= Ʃ 房 lez
>
の 1 fj >

B

j = 7 足規直交確率

必 和が min{da, ds} に 注意
。



具体例

A
IIAB B

m

次元 dB》 2
spinyュ

AB の純粋状態は
、

RIAB=Tple .> to 1f .>p 1 eza 1 f_)
P

という 、da = 2 3 の 線和形でかける。

成特異値分解 から従う
。



Q .純粋化

量子状態SAの 純粋化とは、 純粋状態 1 SABで、

TTB [ 18 gAB ] = SA

を満たすもの 。

部分 トレース

19 )
AB ぺ 8き原[ 18)C91]…;

A mmx
.

iB A mm感
“

¢
純粋化



具体例 : SA = 開 8z 188 )《 8j 1
A

∴ 対角化、

19 A
=“ 写 185)「18 z)Aは 、 SA の 純粋化

、

(
0[ 18<SAA

'

] = SA は容易 に確かめられる
。

注意 :

は 。純粋は 一意ではない～
☆' ) / sA (̂ UA はユニタリ ) も純粋化

。

2
。

この例では B = Aなので、 dimB = dimA だが、

一般には dimBadinA
～



純粋化の自由度

19.AB と 182 AC
を

SA
の純粋化とする ( dnBadinC )

このとき 、以下 を 満たす C上のユニタリ Uが存在する
。

192 AC = ( IA の U
'

) ( 18. )10>)

ここで 、
B

” は、 C=BB ” となる量系
。

ユニタリ on C =BB
'

AC
18.)

AB 18)

A nm
B ∞

A
m

Cッ
C

10>
_

-

、 “G



証明

S
「
= 闘 Sj 18zK9zA を SAの 対角化 とする

。

18. AB と 182Cの Schmidt分解を考えると 、

dAEdBadc に 気を付けて 、

dA

18.AB =屋1 の 1 ez)
B

{ 18.)tC =熙18:)%185)~
m

SA の純粋化なのど。



dA

こ =で 、 { lez
)

10 )”
} z

=,
と { 1 fz ) }

z=

,A

は

各々
、 互いに 直交
mn

しかつ 、
個数が同 じmmmno

⇒ ユニタリ UC が 存在 して
、

tj= 7
,;dA ,18 j =

U

( 1 ej)
の
10B' )

dA

ン 182
)tC

=写 18:)
*
1 f5)'

=露写 188～PU '(
1 e; )
P
の 10B' 」
oa I 8, JAB

= ( IADU
'

) ( 18 )
AB
の 10)

B
”

) 岡



ということで 、以下 のユニタリの存在が示 された 。

18、>
AB ユニタリ on C =BB

'

18)
AC

C
A mm

R
wnッ卍 A C

10>

_
- 、G

0(
6 この 純粋化の自由度

☆
に基づいて

、

アニサンブルを 見返 してみる
。



2 つのアニサンブル {:145)}im と {
8

α ,14 α
)}

α

が

Pil 4z) <1 = ga14 αKφa1
を満たすとき

、

その 2つのアンサンブルは 物理 として圧別できない
。

証月 : m ≤ n とする
。

8
A
: = P14zくga 18 α )(φa1

A

とおいて 、 二通りの純粋化 を考 える
。



B を dimB = m

} の量孫として。 各基底を
G を dimG = n

{ lbj ) }j:, a { 1 Ca ) }
a-, とする。

18.B =退原1
)
の 1 bj>

B

お= 7
C{ 182=@192)の1 Cα)
は 、
SAの 純粋化

。

この 2 つの状態 の性質

⑦ 18.
>
の B を { 1 bz >}”、で 測定
⇒ Aでは 3=サンブル { Ps

1

ψ;
)
} zz% が実現



1925の C を { ICα>}a で 測定

⇒ Aでは 3ニサンブル { 9 α , 14α ) }」̂ が実現
② 純粋化の 自由度 から

、

182「= ( IADU ' ) 18.
の
10 )'

となるユニタリ U
”

が 存在 。



B を { 165) } ;” で 測定
19,HB

ミナリオは

A mm B A {Ps
,

14j> }:= 、
m

アニサンブル
、

シナリオ2

BB
”
にU をかける

。

u
¿

G
B

A um C を { 1 Cα) }” で 測定
B
'

" A { q α , 1 φα) }α_ ,
n

ANIstc a
アニサンブル

、



A に 何 の操作もしていないのに、アニサンブルが
変化

mmw

もし 、{P §,14 ;)} i ” と { 8 α,14 )}α を 見分 けることが
できるなら

、

通信することなく 、情報 を送れてしまう
。

mmm

これは様々 な物理 に矛盾

臨” P な《4な 1 = 9a 19) <φ21

をみたす 2つのるニサ=でル{Ps ,148 >};
”

と { 8 α , 1 φα) 3α” を
見分 ける物理的な方法 は 存在 しない

。



3 - 1 のまとめ
、

確率 で 、 148) を 量子系 むむむ 。C ー一0準備 したぜい !? ¤ っ
どう記述される :

ー ¤
ハ

ナイーブに考えると 、
この状況は 二通りに 記述できそう

。

I 、アニサンでル {
な関る

{
2

.

密度行列 : S室 P く:1
物理 を正 しく 反映 する 記述方法 は
mnnnwnnw

密度行列 によるもの
mmwwn



実害が 出 ることは 少 ないが、 熱統計力学で

カノ =カルーアニサンブル {
e築。

1 Ej ) }
z

と 書くときは 、
頭

の 片男で注意が必要
、量孫 A

熱浴B

カノニカル状態 (Gbbs状態 )
カノニカルアニンブル

O . K
.

e
-
ti/ksT

=⇒
{
e,

1
Ez)}z ≤ ThLe

-HTJ
必ずしも
～

そうとは限らない



最大
3-2
.

エンタングル状態



A
mn)

Ar

B

da : = dimA ≤ dimB = ids

は)
AB
の Schmidt分解 が以下の 形のとき、

はAB を 最大エンタングル状態 と呼ぶ
。

油=鹿罪j >「 。 / j )
B

XdAadB に 注意
。

C 様々な量子情報プ0トコルのリソース 。



最大 エンタングル状態 は何が 特殊 なのか ?

例 、spin -2 × 2 のとき

〉= 吉 (10の10 ) ±>all )
P
)

{
1VI ± ) = 話(10 pH さしかの 1o )

などが最大エンタングル
。

DAが0 ならBも O 。
Aが 1 なら Bもす 。

, 、

)どが
特し いやいや 、Coloの 10)BeGll

>
「 か 1n も

。

② ① に加えて 、 Oはが出 る 確率が等しい
。

‰ いやいや 、 Ʃ ( 10K01‰ 10K01
B

+ 1 H ><71Aolr ><1 B
) も
。



③ ⑦ と② に加 えて
、純粋状態 !問

正 しいが、全く 理解した気にならない

)のどこが
特殊8 ) は CHSH 不等式を

€ワe n
最大 に破る状態 ? ? 0

‰ ②
い

正しいが
、

”量子情報プロトコルのリソース” との
通接的関係が見えづらい

。

様々な 答えが考えられるが 、“測定結果”の相関～

～

んに
。



A …

以は性 B は倒なな )B
やる事 : A と B を 別々 に 測定し 。 その結果の相関 さみる

。

土 . A を { 1 は )}zt , B を { 1 ば
)3

:
で測定

上 明らかに Aがなら .BE
な

min m ので 、 完全 に相関
、

iw

ただし 、Czlj)lz ) ”や 武 ば< 8A *ljKjB

でも 同様
。



2 . A を { lej ) }z=θ
A

で 測定
。

準備 : 1 em)A= Ij<; ( A )lem )?= lem >は
測定結果 m を得 る 確率 と 、測定後 の B の状態

。P ‰ [ (emsen (A , IB ) 油< 車A ] = 者
。 km )

B
. =(emAのIP )は原
= 《 emAの IB ) 18) の 1 z )

B

B

lem)
A
の複素共役が= ( emlj > ば )∞

= 臨 ( jlem ) 1 は )
B 測定後の Bの状態



= 1 em>
B

分かったこと

A
mn) 品B1j 1 j )B
A { le.s} ;
山

結果 m → lem )
P

{ iei
>t},( lem)

A
)

‰
完全相関 ?。

任意の基底 { 1 &zA }θを 用 いて、 は )
B

由=壷1ejPole;) とかける
。



ここから 分かること 。

は >AB : = 罪ばのば >
B { 1は )}基底で

完全相関

V{ lex)}基底 でも
= 臨 、 ejtotez) B 完全相関

任意の基底で完全相関 している量子状態 は

最大エンタングル状態 だけ !!

niix この 性質 は
、 量子テレポーテーションetc で 効 いてくる

。



「 数学的にはしばしば、 E不変と 言ったりする
。
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3 -2のまとめ 、
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最大エンタングル状態 由壷臨 は >% j )P

0この
状態が特殊かつ 役に立つ 理中の 一 つ

任意の基底の 下で 完全相関～しているから
仁) U の U 不変
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エニタングルメント × 物理 を単純に楽 しむ
。

。 ヤニグの 二重スリットの実験
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エニタングルメント × 物理 を単純に楽 しむ
。

。 ヤニグの 二重スリットの実験
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干渉縞 ?問
D
ー 光子 が 自分自身 と干渉 した 山
( 波動関数 の予染実験 」



エニタングル光子対 によるヤングの実験 : そのさ
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二重 スクリーン: ヌリット

簡単のため
、
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干渉縞 はあらわれるか ?
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理由 さ

この実験は光子 Aだけを見る ⇒ 光るB は 部分トレース 。
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理由2

干渉は 、光子が、
どちらのスリットを通ったかが
決 まっていないときに 起こる 山

(( ≡ どちらのスリットを通ったかを 測定 すれば、
干渉 しない )

unx 光子B をいっか ) 測定すれば、 エンタングルメントを通じて、

光子 A がどちらのスリットを通 ったかを決定できる
。

実際 に測らなくてもよい

原理的に
干渉しない
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エンタングル光子対 によるヤングの実験 : その 2
.
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エニタングル光子対 によるヤングの実験 : その 3
.
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光子B がスクリーン上 の位置成 にあたった場合のみ、

スクリーン A上の光子 Aをカウントすると、 干渉縞 は ?
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さ
。光子B が先にスクリーンにあたる 。

∞ .レンズのおかげで、ー ) とに) を 見分 けられない。
(量子消去 )
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光子 A は 干渉 する !!

ただし 、係数が⑬ に依存 することに 注意
。

もし
、
近でポストーセレクションしなければ、

DB の分布 で平均 ) 干渉編が消えるD



エニタングル光子対 によるヤニグの実験 : 最後
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光子 A が 、スクリーン 上の位置成 にあたった場合のみ、

スクリーン A上の光子B をカウントすると、 干渉縞 は 金



光子B はスリットを通ってない

っ∞心 ⇒干渉する訳 ないよー
。
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。 光子 A と 光子B は 完全 に相関
。 A が経験したことに重スリットを 通る) は、

B も 経験 している ! !



。 光子 A が「A で 測定されたとき 、
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エニタングルメン人 に関連た物理水れとするない
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スクリーンA上の 測定値ACB に知らせる

大エンタングル状態+ 古典通信

①
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スクリーンA上の 測定値ACB に知らせる

大エンタングル状態+ 古典通信
( 事後選択っき )

= 量子テレポーテーション①



量子情報プロトコルに関連 した0非直観的な物理現象を

見つけたい !!
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