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• 相対エントロピーの非負性:

S(ρA | |ρB) = W0 − Wg + g ⋅ (dWg/dg)g=0 = ∫ (d4x)E
1

Λ4 ∑
i

ci𝒪i ≥ 0

SMEFTゲージボソン演算子に生じる制約 

𝒪F4

1 = (Fa
μνFa,μν)(Fb

ρσFb,ρσ)

𝒪F4

2 = (Fa
μνF̃a,μν)(Fb

ρσF̃b,ρσ)

𝒪F4

3 = (Fa
μνFb,μν)(Fa
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※  : 定数ベクトル lμ, kμ•  :U(1)Y

•  :SU(2)L

•  :SU(3)C

- 運動方程式  の古典解:   ∂μFa
μν + gf abcAμ,bFc

μν = 0 Aa
μ = ua

1ϵ1μw1 + ua
2ϵ2μw2 with  , , and f abcua

1ub
2 = 0 ∂μw1 = lμ ∂μw2 = kμ

cB4

1 ≥ 0, cB4

2 ≥ 0, 4cB4

1 cB4

2 ≥ (c̃B4

1 )2,

cW4

1 + cW4

3 ≥ 0, cW4

2 + cW4

4 ≥ 0, 4(cW4

1 + cW4

3 )(cW4

2 + cW4

4 ) ≥ (c̃W4

1 + c̃W4

2 )2,

2cG4

1 + cG4

3 ≥ 0, 3cG4

2 + 2cG4

5 ≥ 0, 3cG4

2 + 3cG4

4 + cG4

6 ≥ 0, 3cG4

4 + 2cG4

6 ≥ 0,

4(3cG4

1 + 3cG4

3 + cG4

5 )(3cG4

2 + 3cG4

4 + cG4

6 ) ≥ (3c̃G4

1 + 3c̃G4

2 + c̃G4

3 )2

4(3cG4

3 + 2cG4

5 )(3cG4

4 + 2cG4

6 ) ≥ (3c̃G4

2 + 2c̃G4

3 )2

SMEFTゲージボソン演算子に生じる制約 
• 相対エントロピーの非負性:

[G.N. Remmen, and N.L. Rodd, arXiv:1908.09845]
U(1)とSU(2)についてはユニタリー性と因果律から得られる制約と一致

SU(3)についてはユニタリー性と因果律より強い制約が生じた
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発散級数を定量的に意味のある関数(Borel変換)の積分として表せる

Euler-Heisenberg theory: 

• 階乗発散する級数をresumする手法 (Borel-Laplace resummation):



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin ≃
m4

4π2 ∫ d4xE ∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗B | t/m2π)4

1 + (e | ⃗B | t/m2π)2
dt ≥ 0

- 定数磁場 ( ):⃗E = 0, ⃗B = const .

⇒ ℒnonlin > 0 under ⃗B



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin ≃
m4

4π2 ∫ d4xE ∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗B | t/m2π)4

1 + (e | ⃗B | t/m2π)2
dt ≥ 0

→摂動計算の破綻による非負性の破れが回復

- 定数磁場 ( ):⃗E = 0, ⃗B = const .

⇒ ℒnonlin > 0 under ⃗B



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin ≃
m4

4π2 ∫ d4xE ∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗B | t/m2π)4

1 + (e | ⃗B | t/m2π)2
dt ≥ 0

Ressumed relative entropyの非負性は再総和した非線形なEFTへboundを提供する

→摂動計算の破綻による非負性の破れが回復

- 定数磁場 ( ):⃗E = 0, ⃗B = const .

⇒ ℒnonlin > 0 under ⃗B



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin ≃
m4

4π2 ∫ d4xE ∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗B | t/m2π)4

1 + (e | ⃗B | t/m2π)2
dt ≥ 0

Ressumed relative entropyの非負性は再総和した非線形なEFTへboundを提供する

→摂動計算の破綻による非負性の破れが回復

• Schwinger proper time methodによる非摂動的解析:

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin =
m4

4π2 ∫ d4xE

∞

∑
p=1

∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗B | t/m2pπ)4

1 + (e | ⃗B | t/m2pπ)2
dt ≥ 0

Schwinger proper timeの最近接特異点の結果はresummationの結果と一致

- 定数磁場 ( ):⃗E = 0, ⃗B = const .

⇒ ℒnonlin > 0 under ⃗B



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin ≃
m4

4π2 ∫ d4xE ∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗B | t/m2π)4

1 + (e | ⃗B | t/m2π)2
dt ≥ 0

相対エントロピーは非負性はEFTにおけるBorel-Laplace resummationした非線形効果の符号を定める

Ressumed relative entropyの非負性は再総和した非線形なEFTへboundを提供する

→摂動計算の破綻による非負性の破れが回復

• Schwinger proper time methodによる非摂動的解析:

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin =
m4

4π2 ∫ d4xE

∞

∑
p=1

∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗B | t/m2pπ)4

1 + (e | ⃗B | t/m2pπ)2
dt ≥ 0

Schwinger proper timeの最近接特異点の結果はresummationの結果と一致

- 定数磁場 ( ):⃗E = 0, ⃗B = const .

⇒ ℒnonlin > 0 under ⃗B



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

≃
m4

4π2 ∫ d4xE 𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2π)4

1 − (e | ⃗E | t/m2π)2
dt

- 定数電場 ( ):⃗E = const . , ⃗B = 0

特異点を避ける主値積分

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

≃
m4

4π2 ∫ d4xE 𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2π)4

1 − (e | ⃗E | t/m2π)2
dt

- 定数電場 ( ):⃗E = const . , ⃗B = 0

≥ 0 for |πm2/eE | ≥ 1

特異点を避ける主値積分

(弱場領域)
S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

≃
m4

4π2 ∫ d4xE 𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2π)4

1 − (e | ⃗E | t/m2π)2
dt

→弱場領域 : 摂動的に を満たし、非線形EFTへbounds|πm2/eE | ≥ 1 S(ρA | |ρB) > 0

- 定数電場 ( ):⃗E = const . , ⃗B = 0

≥ 0 for |πm2/eE | ≥ 1

特異点を避ける主値積分

(弱場領域)
S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

≃
m4

4π2 ∫ d4xE 𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2π)4

1 − (e | ⃗E | t/m2π)2
dt

→弱場領域 : 摂動的に を満たし、非線形EFTへbounds|πm2/eE | ≥ 1 S(ρA | |ρB) > 0

- 定数電場 ( ):⃗E = const . , ⃗B = 0

≥ 0 for |πm2/eE | ≥ 1

特異点を避ける主値積分

(弱場領域)

強場領域 :  が破れる|πm2/eE | < 1 S(ρA | |ρB) > 0 (非摂動的な系の不安定性)

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

≃
m4

4π2 ∫ d4xE 𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2π)4

1 − (e | ⃗E | t/m2π)2
dt

→弱場領域 : 摂動的に を満たし、非線形EFTへbounds|πm2/eE | ≥ 1 S(ρA | |ρB) > 0

• Schwinger proper time methodによる非摂動的解析:

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin =
m4

4π2 ∫ d4xE

∞

∑
p=1

𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2pπ)4

1 − (e | ⃗E | t/m2pπ)2
dt + i

π
2

∞

∑
p=1

e−πpm2/e|E|

(πpm2/e |E | )2

- 定数電場 ( ):⃗E = const . , ⃗B = 0

≥ 0 for |πm2/eE | ≥ 1

特異点を避ける主値積分

(弱場領域)

強場領域 :  が破れる|πm2/eE | < 1 S(ρA | |ρB) > 0 (非摂動的な系の不安定性)

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

≃
m4

4π2 ∫ d4xE 𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2π)4

1 − (e | ⃗E | t/m2π)2
dt

→弱場領域 : 摂動的に を満たし、非線形EFTへbounds|πm2/eE | ≥ 1 S(ρA | |ρB) > 0

• Schwinger proper time methodによる非摂動的解析:

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin =
m4

4π2 ∫ d4xE

∞

∑
p=1

𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2pπ)4

1 − (e | ⃗E | t/m2pπ)2
dt + i

π
2

∞

∑
p=1

e−πpm2/e|E|

(πpm2/e |E | )2

- 定数電場 ( ):⃗E = const . , ⃗B = 0

≥ 0 for |πm2/eE | ≥ 1

特異点を避ける主値積分

(弱場領域)

強場領域 :  が破れる|πm2/eE | < 1 S(ρA | |ρB) > 0 (非摂動的な系の不安定性)

Schwinger効果

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin



Borel-Laplace再総和したEuler-Heisenberg theory

≃
m4

4π2 ∫ d4xE 𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2π)4

1 − (e | ⃗E | t/m2π)2
dt

→弱場領域 : 摂動的に を満たし、非線形EFTへbounds|πm2/eE | ≥ 1 S(ρA | |ρB) > 0

• Schwinger proper time methodによる非摂動的解析:

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin =
m4

4π2 ∫ d4xE

∞

∑
p=1

𝒫∫
∞

0
e−tt−3 (e | ⃗E | t/m2pπ)4

1 − (e | ⃗E | t/m2pπ)2
dt + i

π
2

∞

∑
p=1

e−πpm2/e|E|

(πpm2/e |E | )2

Schwinger proper timeの最近接特異点の結果はresummationの結果と一致

- 定数電場 ( ):⃗E = const . , ⃗B = 0

≥ 0 for |πm2/eE | ≥ 1

特異点を避ける主値積分

(弱場領域)

強場領域 :  が破れる|πm2/eE | < 1 S(ρA | |ρB) > 0 (非摂動的な系の不安定性)

Schwinger効果

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin



UV理論を知らない立場から言えること
• Ex. U(1)ゲージ理論の非線形EFTを考える: ℒEFT = −

1
4

FμνFμν + ℒnonlin

相対エントロピーの非負性 → S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin ≥ 0 高次演算子の無限和へのbound

- EFT展開の挙動を仮定, e.g.,階乗発散 → ℒnonlin = m4
∞

∑
n=2

cno2n

S(ρA | |ρB) = ∫ (d4x)E ℒnonlin ≃ C m4 ∫ d4xE𝒫∫
∞

0
e−tt−ℓ

(ot/τpole)4

1 − (ot/τpole)2
dt

Borel-Laplace resummation

-  (e.g.,QEDの定数電場に場合)(o/τpole)2 > 0

⇒ C > 0

摂動的な相対エントロピーの非負性はEFT展開の階乗発散の係数符号を定める

≥ 0 for |τpole/(4 − ℓ)o | ≥ 1

cn = C (τpole)−2n × (2n − ℓ)!



Summary

• 相対エントロピーを高次演算子の無限個(非線形)の効果を考えた

→ 安定な系 (e.g.,背景磁場): resummed relative entropyの非負性 = 非線形EFTへbound

→ 非摂動的に不安定な系 (e.g.,背景電場):

-弱結合領域: resummed relative entropyの非負性が満たされる = 非線形EFTへbound

-強結合領域: resummed relative entropyの非負性が破れる = 不安定性

相対エントロピーの方法は、理論の整合性(e.g., positivity bound)と系に生じる非摂動的
不安定性を統一的に理解できる可能性がる


